Claudio Arbib
Universitad L’ Aquila

Ricerca Operativa

Il metodo del simplesso

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Sommario

e Notazione

e Bas esoluzioni di base

e Formacanonica

 Teoremal: criterio di ottimalita
 Teorema?2: criterio di illimitatezza

e Operazione di pivot

e Teorema 3. miglioramento della base corrente
e Schemagenerale

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Notazione

Consideriamo il problemadi PL in forma standard

P: max CX
AX = Db
x>0

conc, xI IR, bT IR AT IR™N,
Senza perdere in generalita, supponiamo rg(A) = m.
Per ogni SI {1, ..., n} sano:
— Cs(Xg) 1l sottovettore di ¢ (di X) con componenti in S
— Aglasottomatrice di A formata dalle colonne aindici in S.
Esempio: S={1, 2, 4}
- ¢=(1,-3,0,2), c5=(1,-3 2);

— A=|1 230/ As=|1 2 0
2 05 1 2 0 1
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Bas e soluzioni di base

Definizione: Uninsieme B {1, ..., n} &unabase per il problema (P) se
Ag enon singolare.
L’insemeN={1, ..., n} —Bd diceinsieme degli indici non di base.
|l problema (P) si puo riscrivere
max CXg + C\ Xy
Agxg +AXy = b
Xg, Xy = 0

Invertendo Ay e premoltiplicando s ottiene
max CeXg + C\ Xy
Xg + AgtAXy = Agtb

Xg, Xy = O
Definizione: La soluzione
— -1
Xg = Ag™b
Xy = O

s dice soluzione di base associataa B. Sein particolare s ha Agtb > 0,
alloras dirasoluzione di base ammissibile per (P).
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Bas e soluzioni di base

Esempio: Nel problema
max OX; — 2X, + X3+ 2X,
X, + 2%, — 3X3 =8
2X, +9%; +X, = 4
Xy X > 0
I’insleme B = {1, 2} costituisce una base in quanto la matrice

2

0 —2 0 1Y
RN
—2 1 Y

Si haquindi la soluzione di base ammissibile x = 0, xg = Ayl = @

Considerazione: L’ideadi fondo consiste nel separare la verifica del
vincoli di eguaglianza da quella (piu facile) delle clausole di non negativita.

Ag = {1 (2)} e non singolare. Invertendola s ha:
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Un problema equivalente

Sostituendo x; = (Agbh — Ag2AX) nellafunzione obiettivo di (P) e
Interpretando e X5 (che sono > 0) come slack si ha poi il problemain

forma generale
P max (Cy — CRAR A Xy t Cg AR
AgTA Xy < A;b
— Xy <0

Questo problema (P') e equivalente a (P) nel senso che a ogni soluzione di
(P) corrisponde una soluzione di (P') che halo stesso valore, e viceversa.

In particolare:
— unasoluzione ottimadi (P’) corrisponde a una soluzione ottima di

(P).

— (P) eillimitato superiormente se e solo se anche (P') lo e.
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Esempio

Riprendiamo il problema
max OX; — 2X, + X3+ 2X,

X, + 2%, — 3Xg =8
2X, +9%; +X, = 4
Xpyen Xy >0

In cui, comegiavisto, I'indeme B ={1, 2} costituisce una base:
1 _ 1
ris[0 ) w32 mone] 2 ) wenefd
Yo A 5 1 —11/4 —Y4

Siricava (cy—Ccz Ag*A) =—(17 1). Moltiplicando poi la prima disequazione
per 2 e la seconda per 4, il problema s riscrive

max  -17%;— X, + (5 —2) @ = A7X3— X, +4
X+ X, < 4
—11x; — X, < 12
Xg X4 > 0

e ammette la soluzione x; = x, = 0 di valore 4.
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Forma canonica

|l problema
P max (Cy — CRAR A Xy  Ce AR
AFAXy < Aglb
— Xy < 0

puo riscrivers
max Cy Xyt d

AyXy < P
Xy > 0
con Cy = Cy—CsARA,
b’ = Az,
Ay = AgAL d =czAgb

es dirain formacanonicaseb’ > 0.

|| vettore ¢’ = ¢y —CgAz1A S dice vettore dei costi ridotti.
Lo scalared’ = c; Ag'b é pari a costo della soluzione associata alla base B.
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Riassumendo

Supponendo di disporre di una base ammissibile B,
possiamo raccogliere i dati del problema (P) o del suo
equivalente (P') in unatabella canonica

costi ridotti fuori base costi ridotti in base

valore ddllaf.o. nella soluzione
di base (cambiato di segno)

v \ 2 4
Ao oA A o b= A;-b>0
\ N J
e Y
N: Variabili (colonne) B: Variabili (colonne)
fuori base In base
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Riprendendo il problema

Esempio

max —1/X;—X,+4

Ky +X, < 4
11X =%, < 12
X3, Xy > 0

costi ridotti fuori base

costi ridotti in base

valore ddllaf.o. nella soluzione
di base (cambiato di segno)

1 1 0 0 4
5 1 1 0 4
1 1 0 1 12
\ A J
e V
X3, Xy X1s Xo
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Teorema l

Criterio di ottimalita: Siaxg = Agth, X, = 0 unasoluzione
di base ammissibile per (P).
Sec, =(cy—CzAgtA,) <0, dlorax = (Xg, Xy) € ottima.
Dimostrazione: Per il Teoremadi Dualita Forte x € ottima se e solo se
esiste unay soluzione di
D) min yb
YA > C

tale cheyb = cx.
Siay =cAgtl IR™ Siha
YA = CRAg1Ag = ¢ > Cy (ovviamente).
YAN = CgAg Ay > Cy (peripotesi).
Quindi y e ammissibile per (D)
Inoltrecx = cgXg + Xy = CxAgb + ¢ -0 = yb.
Quindi x e ottima per (P).
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Esempio

Riprendendo il problema max —1/x;3—X,+4

_ X +X, < 4
Lasoluzione x;=x,=0 —11X; =%, < 12
X, =4 X3, Xy > 0
o | X; =12 valore dellaf.o. nella soluzione
eottimasiaper P che per P di base (cambiato di segno)
v
—17 -1 B‘ 0] -4
5 1 1 O 4
—11 -1 0O 1 12
\ N J
Y v
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Teorema 2

Criterio di illimitatezza: Siaxg = Ag™th, Xy = 0 una
soluzione di base ammissibile per (P).

Se$kl N:c >0eA, <0, alora(P) &illimitato
superiormente.

Dimostrazione: Anzitutto (P) e illimitato superiormente sselo e (P').

Ma per il Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare,
(P) éillimitato superiormente seesisted I rec(P’) tale che cd > 0.

Oras ha

rec(P’) = {ul IR® A’'u<0,u>0}
Evidentemente, d = e | rec(P). Infatti
A'e = A/ <0 (per ipotesi)
ce = C >0 (per ipotesi).
Quindi (P) eillimitato superiormente.
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Modifiche alla tabella canonica

LatabellacanonicaT puo essere modificata con
operazioni di combinazione lineare delle righe ottenendo
una tabella che rappresenti un problema equivalente a (P).

Siaw | RM Allorasi pud sommarelarigaw(Ay/, 1, b’)

e aqualsias equazionedi T (righedal am)
e dlariga(c,’, 0,—d") (riga 0).
Infatti ¢’ O +Oxg+d +w(0) = d," (Xg, X) di base

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Operazione di pivot

L’ operazione di pivot consiste nel combinare linearmente
lerighedi T in modo da ottenere una colonna unitariain

posizione prestabilita. | i colonnadi pivot

/
hiriga [
di pivot
elemento = — -
di pivot N N
N B
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Operazione di pivot

Per eseguire un’ operazione di pivot basta:
1. scegliereun elementodi pivota,’ * O
2. dividerelarigah per a,/’, ottenendo &' = 1

3. sottrarre allagenericarigai larigah cosi ricavata
moltiplicataper a, ', ottenendo &a,” =0
b =b —by & /ay
4. sottrarrealarigaO larigah cosi ricavata moltiplicata per
C. , ottenendo c. =0
—d” =-d -b,/c//a,
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Esempio

1. Scegliere un e emento di pivot a,’

Ao
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Esempio

2. Dividerelariga 2 per a,;’

Ao
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Esempio

2. Dividerelariga 2 per a,;’

1 3 6|0 2
3 2 1] 0 2
Yo O 1 | Y4 Ya
O 5 2|0 1
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Esempio

3. Sottrarre allarigallariga?2
moltiplicata per a,;

1 3 60 0 0] 2

1334 2 0| Y 0 1 [114

+1 Ya O 1 Ya O 0 Y4

o 5 20 1 O0 |1
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Esempio

3. Sottrarre allariga3 lariga 2
moltiplicata per as;

1 3 60 0 0] 2

13/4 2 0 Ya 0 1 | 114
+2 Ya O 1 Ya O 0 Y4

Y2 5 0 Y 1 0 | 52
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Esempio

4. Sottrarre allarigaO lariga 2

moltiplicata per ¢,

-%» -3 0|82 0 0 |52

134 2 0| Y 0 1 |1v4

6 | ¥Ya 0 1 |% 0 0| %

Yo 5 O | ¥ 1 O | 52
t—

Colonna entratain base
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Teorema3

Miglioramento base corrente: Siaxg = Agth, X, =0 una
soluzione di base ammissibile per (P).
Se$hl Rkl N:c’ >0ea, >0,
alora (P) ammette una base B’ associata a una soluzione non
pegoiore di quella associata a B.
Dimostrazione: Senza perdere di generalita, siah tale che
b,/a, < bla, "il Ra,>0

Eseguendo un’ operazione di pivot su a,, S ottiene una nuova base
ammissibile B’.
Inoltre il valore della soluzione associataa B’ e

d =d + byocla, > d

>0 >0 >0
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Rigadi
pivot

1 3 6|0 0
3 2 1|0 O
=1 0 (9] 1 o
0 5 2|0 1

t

Colonnadi pivot
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Esempio

Nuovo vaore
funzione ohiettivo

)

% 3 0|32 0 0 |52

13/4 2 0 Ya 0 1 | 114
Ya 0 1 | ¥4 O O | %

Y 5 0 |% 1 0 |52
t—

Colonna entratain base Colonna uscita dalla base
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Metodo del Simpl

FASE |
— Individuare una base ammissibile B (base corrente) e
costruire latabellacanonica T
FASE ||
1. Sec <0, labasecorrenteeottima (Teoremal)
2. Sec’ >0eA.; <0, (P) eillimitato (Teorema?2)
3. Sec’ >0eaq, >0conb,/a, <b’'/a, perogniriga
| taleche a;’ > 0, allora eseguire un’operazione di pivot
su a,, e aggiornare labase corrente (Teorema 3)
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Diagramma di flusso

Ill il iH Ilﬁii il
" A

Sl

o f!i*iz i;f - Jl M}!! il

PDF created with pdfFactory Pro trial v n www.pdffactory.com

ll



http://www.pdffactory.com

P. max 3x;+ 2%,
4%, + 5X,

3X; + 2%,

X+ X

X2

20

IV ANV A
O -~ O

Problema equivalente in forma standard:
S max 3u, — 3w, + 2X%,

4u, —4w, +5x, +z, = 20
—3u, + 3w, —2X, +z, =—6
—u+w +Xx +tz;=1

Uy, Wy, X0y 2y, 25,23 > 0
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Applicazione del ssmpl

W, X

U, 2 4 43

3 -3 2 0 0 0 0

4 4 5 1 0 0 20
® 3 2 0 1 0 6
1 1 1 0 0 1 1

Latabellanon e canonica

Si puo renderla canonica eseguendo un’ operazione di pivot su quest’ elemento

Latabellarisultante e

ey o 0 1 0 -6
0 7/3 4/3 12
-1 2/3 -1/3 2
0 5/3 -1/3 3
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12 1terazione

costo ridotto positivo

W o o I

Rl B
—1 2/3 2
0 5/3 f 3
Elemento di pivot Colonna di pivot
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Soluzione corrente:
u=2,2=12,z2,=3

Proiezione nello spazio (X, X,):
X, =2,%X=0

Vaore: +6
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il
i

nuova base
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| a soluzione ottima

P. max 3x;+ 2%,

4, + 9%, < 20

3X; +2%X, > 6 ‘

X+ X < 1 |
X, > 0
u,” =5
22*:9 P
Z;, =6 Xp =

fine dell’ esempio
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