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Definizioni di base

Siax(u) = (xy, ..., X,) uncampo vettorialein u = (uy, ..., u,) ORP

SianoSunasuperficiein RP en(u) il versore normalea Sin u.

. 0%, 0, . .
div(x) = + Lt divergenza dx
ou ou
1( p
o(x,9 = J ¢ x(u)-n(u)ds flusso dix attraversds

Integrale di Gauss-Greene

Schiusa
W volume racchiuso dg

O(X, S = fw div(x)dw



Flusso In una rete

In questo caso si assume che il campo vettaxiala diverso da 0 solo
sugliarchi di una reterappresentata come grafoG = (V, E) conn
nodi em archi.

Se la rete eonservativadato un qualsiasi araw, il flusso inuv si
mantiene costante. Il campaliviene unvettorecon componenti
associate agli archi @:

X OR™ distribuzione di flusso

L'integrale di Gauss-Greene diventa wmemmatoriae in ogni
puntod(x, S eguaglia ladifferenza tra il flussouscente d&e
guelloentrante irs



Flusso In una rete

Se si riferisce l'integrale volumetrico della divenga a urvolume
unitariocontenente il punta, si puo scrivere

div,(x) = ¢(Xx, S divergenza dx nel puntou

Esempio

div(x) =0 5
2

divx)=@4-1+0-(-3+2=4

Poiché nei punti interni di ogni arco la divergedehcampaox e nulla,
| suoi valori significativi sono solo quelissociati ai noddli G.
Questi vengono raccolti in un vettore che rappresebtiancio del flusso
al nodi
div(x) O R" divergenza della distribuzione



Sorgenti, pozzi e

nodi di transito

Si puo esprimere la divergenzaxdn forma compatta utilizzando la
matrice di incidenza nodi-arc@ del grafoG.

div(x) = -Gx

12 36 42 43 51 54 64 65
1 -1 0 0 01 0 0 O
2 1 0 1 0 0O 0O 0 O
- 3 0 -10 1 0 0 0 O
4 0 0 -1-10 1 1 O
5 0 0 0 0 -1 -10 10
65 0 1 0 0 0 0 -1 -1

Nellesempiox =(2, 2,4, 3,2,0,6, 2)

div,(x) = -(-1,0,0,0, 1,0, 0, &)=
divy(x) = -=(0,-1,0,1,0,0, 0, @)=
div,(x) = -(0,0,-1,-1,0,1, 1, @)=

—6
0 N flusso uscente
C;)’ 2 dalla rete
2 ! *
Lo T
2 «~ “flusso entrante
nella rete
6
—(—2+2) =0 transito
—(—2+3) =1 pozzo

- (-4-3+0+6) =1 sorgente



Circolazioni

La somma delle componenti della divergenzam®@pre nulla
(rete conservativa= flusso entrante = flusso uscente).

Si definiscecircolazioneuna distribuzione di flussoa divergenza
identicamente nullgsolo nodi ditransitd.

12 36 42 43 51 54 64 65 @/o‘*@

1 -1 0 0 0 1 0 0 0 0
2 1.0 1 0 0 0 0 O 0
-3 0-101 00 0 0 ; 2_/’@
4 00 -1-10 1 1 0 (576
~ 4
5 00 0 0 -1 -1 0 1 5
65 0 1 0 0 0 0 -1 -1 6\®/

La distribuzione banabe= 0 & una circolazione, ma una circolazione non €
necessariamente banale.



Potenziall

Si dicepotenzialaun qualsiasi vettorg [ R"
(Ad esempiodiv(x) € un potenziale). %@l @O

3

La differenza di potenzialé un oo 2
vettoreAy [0 R™. 3 /%45 2 ——3) 0
. -2 %
La componente dhy associata al
: X 0 =™ -1 1
generico arcav L1 E e

1
Ayuv =YW=Y \@\D\/

Si ha evidentementlsy = yE_ .

Proprieta per ogni distribuzione di flussoe ogni potenziale
y Si ha

XAy = yGx = —y.div(x)
Inoltre x e Ay sonoortogonali per ogny se e solo se e una
circolazione



Il problema del flusso ottimo

Consiste nel determinare una coppia di veitdbe y*,
appartenenti a determinate regioni ammissié Q,

che rappresentino umistribuzionee unpotenzialan una
rete eminimizzino una data funziorf€x, y):

min f(X,y)
div(x) = vy
x o OR™

yOQORr



Funzione di costo separabile

La funzionef (X, y) si diceseparabilese puo essere
espressa come somma di funzioni dipendenti
iIndividualmentedal valore del flusso in ciascun arco o del
potenziale in ciascun nodo:

f(X, y) = ZuvDE uv(xu ) + ZuDV fu(yu

Esempiola forma lineard (x,y) = cx + C'y e evidentemente
separabile.

Esempiola forma quadratica’Ax, conA [ R™™ non e in genere
separabile in quanto

XTAX = ZhDE ZkDE Ay XX
contiene termini misti, cioe dipendenti da flussi ioha distinti.



Gerarchia del problemi
di flusso ottimo

flusso ottimo

CPM

flusso con costo

CPM duale separabile

flusso con
costo lineare

taglio min

matching perfetto
bipartito

cammino min flusso max

el
[

i




