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Matrici Totalmente Unimodulari




Definizioni

Definizione 1  Una matriceA [ IR™" e unimodularese il

suo determinantd\| U1 {0, £1}

Esempio 1 Sono unimodulari
' ° ° 2 1 2 1
0 . . [1 -1} [4 2}
1 0 1

Esempio 2 Non sono unimodulari

R



Definizioni

Definizione 2  Una matriceA [1 IR™n e totalmente
unimodularese ogni sua sottomatrice

guadrataB e unimodulare

Esempio 3 Sono totalmente unimodulari
) . 1 0 1 0 0
rY {o 1} { o 1 1}
1 1 1 0 1
Esempio 4 Non sono totalmente unimodulari

1 1 0 2 1

2 1
0 1 1 1 -1 [1 1}
1 0 1 1 0



Proprieta

Teorema 1 Se nel problema di PL
(P) min  cX
Ax = Db
x>0

A e totalmente unimodularebeintero,
allora ognisoluzione di basdi P eintera

Dimostrazione Una soluzione di base ha la forma= Ag=1b, X = 0.
Ag1si ottiene trasponendo la matrice aggiunta de dividendola pe@y|.
L’elementoik dell’aggiunta diA; e il complemento algebrico di,, e vale
(—1)y*4AgK, doveA;X si ottiene cancellando la rig& la colonn& di Ag.
PoichéA e tot. unimodulare, si ha}| = +1 e Ag¥ O {0, £1}.

Quindi gli elementi dAg~t sono tutti 0 0 £1. Siccomee intero ...



Proprieta

Teorema 2 Condizione necessainmerchéA [ IR™" sia
totalmente unimodulare che ogni suo
elemento sia 0, +1 oppure -1

Dimostrazione Ovwvia: un elemento d\ corrisponde a una matrice
guadrata £1.




Teorema 3

1)
2)

Proprieta

Condizione sufficient@erchéA [
{0, £1} ™ sjatotalmente unimodulare che

ogni colonna dA abbia al piu due elementiO

esista una partiziorfe,, R, delle righe diA tale
che per ogni colonnia

Ja=1 = i,jDRp
(p =1 oppure 2)
Ay =-1 = 10R,JOR,

(P#0Q)



Dimostrazione

Caso base

Passo induttivo

1)
2)

3)

Proprieta

Dobbiamo provare che tutte le sottomatrici quadigte
A aventi ordinék sono unimodulari. Per induzione
sull’ordinek.

Perk =1 il teorema e banale (perTitorema Zli elementi
di A sono 0, +1 0 -1)

Supponiamo il teorema vero per un cérdimostriamolo
perk + 1.

Si danno le seguenti possibilita:

A, contiene una colonnaulla= |A,,,| =0

A, contiene una colonnaitaria= sviluppandoA,.,|
secondo tale colonna si fg J,| = £|A,], che per induzione
e0ozxl

tuttele colonne dA, ., hanno2 element# 0 = sommando
tra loro le righe dR, si ottiene una riga uguale a quella
ottenuta sommando tra loro le righeRdi Quindi A,,,| =0



Proprieta

Esempio 5 La matrice di incidenza nodi-arc@idi un grafo
orientatoG = (V, E) e totalmente unimodulare
Esempio 6 La matrice di incidenza nodi-arcHidi un grafo

bipartito simmetricdH = (V, O V,, F) e
totalmente unimodulare



Proprieta

Teorema 4 SeA ¢ totalmente unimodulare, allora andkhee
[A, £I] (conl matrice identica) sono totalmente
unimodulari

Dimostrazione Owvia.

Esempio 7

(1 Trasp@sta dellal -1 0 0
O terza ratrice ( 0 —1 0
0 deII’eSfmpio 3 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

L 0 0 0 0 0 1)



Teorema 5

Dimostrazione

Proprieta

Condizione sufficiente affinch@& sia totalmente
unimodulare e che ogni riga diabbia la forma
a=(0..01...10... Ofproprieta degli uno
consecutivi)

SiaB 0 A, quadratanxm. Sia inoltre

(11 00..0 0
0 1-10..00
T = dove detl) =1
000..1-1
00O0..

0

0
\
E facile verificare ch& = BIT fornisce la matrice di
iIncidenza nodi-archi di un grafo orientato.

D’altra parte per un noto teorema sui determinaritasi
det@G) = detB)det(T), e il teorema e cosi dimostrato.



