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lperpiani In IR"

& 3x, +4x, = 12

(3, 4)%x, X,) = 12

(X]_’ XZ) (31 4) N
e i Il vettore (3, 4) & ortogonale

alaretta 3x, + 4x, = 12

| | NI I X,

Un esempio
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lperpiani In IR"

a X, +ax, = doa?+a? (a;, a,)%x, X,) = di(a;, &)
X2
b*~ aga, b
TR e sy T G
bla,
. bCa,2 + a2
p= ol + (Dl = — = b¥a,a,
8, =dp
b/al\ %

In generale
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lperpiani In IR"

X, +ax, = da? +a,’ (U, Up)XXy, Xp) = d
X2
b~ aa

(X1’ XZ) d = 2A/p = ———— b—

(u, u,) ardy B, +a,° Qa,” + a,°
1
bla, " .

L bCa,? + a,2
p = bl + (bla? = —— = bPlaa,
: 18y =dp

b/al\ %

L’iperpiano e quindi il luogo del vettori x = (X, ..., X,) di IR [acui proiezione sulla
direzione del versoreu = (u,, ..., u,) epari ad (distanza dell’iperpiano dall’ origine)
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Gdlilaana

(andisi di un sistemadinamico)
A
ANy
S 3
S
CxT X
2N
X oV
2 energia
potenziale
Y, x N
G % vincoli attivi
‘?79,\5 N min P =mgx,
h (27 a X +apX, > b

Xy T ApXe > by

* Dovevaafinire una massa puntiforme soggetta a gravitain uno spazio
delimitato davincoli?
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Gdlilaana

Normalizziamo i vincoli dividendo

le disequazioni per |a,|, ..., |a,|: laloro
espressione contienei versori u, ..., U,
eledistanzed,, ..., d_ degli iperpiani
dall’ origine
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1 [forza di gravitd] = mg

(Ugg, Upp)

min

P = mgx,
UpiXy + UppX, > dy

UpaXq + UppXo > dy

* Qualevalore devono assumere le forze di reazione esercitate dai
vincoli per oppors allaforzadi gravita?
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Gdlilaana

(Upy, Upp)
Xy
&
R VS
7% KL ‘8
@ Yine,\on
~ . Co/o @O'@/
- g,

min P =mgx,
Uy Xy + UpXy > dy

UpaXq + UppXo > dy

/ 1 forzadi gravita= mg

* Qualevalore devono assumere le forze di reazione esercitate dai

vincoli per oppors allaforzadi gravita?
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Gdlilaana

(Ugg, Upp)

(Uzg, Upp) f

Le componenti orizzontali della reazione si annullano: X1
X, Y1l + Yol + o + Uiy =0
min P =mgx,

UypXg + UpX, > dy

U Xy + UppXo > dp,
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e vy =intensitadellaforza e y=0peri=3, ...,m

di reazione del vincolo i (vincoli inattivi)
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Gdlilaana

(Ugq, Upp)
(Uzy, Upo)
Le componenti verticali dellareazione bilanciano la gravita: X1
X, Yilip * Yol ...+ YpUpp= MY
min P =mgx,

UypXg + UpX, > dy

U Xy + UppXo > dp,
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e vy =intensitadellaforza e y=0peri=3, ...,m

di reazione del vincolo i (vincoli inattivi)
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Gdlilaana

(Uyq, Ugy) Dudlitaforte e
(U1, Uzo) e conservazione dell’ energia
X1
— equilibrio delle forze in gioco X2 v energia
[ YaUy + Yol + o+ YUy = 0 i _‘
L Yalso + Yolgp + oo+ Yol = MG S |min P =mgx, «
Yi Yor cos Y 2 0 U X + UpX, > dy
max y,d; + Y, + ... + y.d, .

U Xy + UppXo > dp,

R lavoro svolto dalle forze di
reazione vincolare
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e vy =intensitadellaforza e y=0peri=3, ...,m

di reazione del vincolo i (vincoli inattivi)
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Un problema piu prosaico

Un pasticciere prepara due tipi di torte utilizzando un certo set di ingredienti.
In dispensatrova 1,5 kg di farina, 3 di zucchero, 1 di cacao, 20 uovae 100 g

di vaniglia.
Ingredienti per kg
Torta ; o
Farina (g) | Zucchero(g) | Uova(n.) | Vaniglia(g) | Cacao (g)
Millefoglie 300 100 2 20 0
Profiterol 250 250 5 0 200
Dispensa 1500 3000 20 100 1000

Poiché il prezzo al chilo di unamillefoglie e 24€ e di un profiterol e 28€, s
chiede quale quantita di ciascuna torta sia conveniente produrre per
massimizzare il ricavo
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Un problema piu prosaico

Il consumo di farina conseguente alla produzione di x, kg di millefoglie e x,
kg di profiterol, espresso in grammi, e dato da:

300x, + 250x,
Ingredienti per kg
Torta ; o
Farina (g) | Zucchero(g) | Uova(n.) | Vaniglia(g) | Cacao (g)
Millefoglie 300 100 2 20 0
Profiterol 250 250 5 0 200
Dispensa 1500 3000 20 100 1000

Tale consumo non dovra superare la disponibilita di farina:

300x, + 250x, < 1500
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Un problema piu prosaico

Perché la produzione risulti fattibile occorre quindi avere:

300x, + 250x, < 1500
100x, + 250x, < 3000
2+ 5, < 20
20X, < 100
200x, < 1000

con Xy, X, > 0.
L’ obiettivo di massimizzare | ricavi St esprime infine:
max 24X, + 28X,
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Un problema piu prosaico

| vincoli del problema si possono riscrivere come Segue:

6x,+ 9% < 30
2—+———<——606
2+ 5, < 20
Xy < S)
X, < S)

con Xy, X, > 0.

Osserviamo che il secondo vincolo e dominato dal terzo e puo
guindi essere eliminato.

Rappresentiamo il poliedro di questo problemadi PL in IR?,
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Un problema piu prosaico
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Direzione di miglioramento

|| luogo dei punti di IR? nel
guali lafunzione obiettivo

X2 f(x) = 24x, + 28X,

140 .. | assume un prefissato valore k
112 sono rappresentati dallaretta

84 . N (isoipsa) di equazione

56 .. 6 k

28 2 TT 7N 5

k=0
[~1 T T ]
Xy

L’ intersezione dellaretta con P e luogo di punti soluzione aventi ugual valore k
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Direzione di miglioramento

Poiché P e limitato e non vuoto
Il problema ammette certamente

Xo una soluzione ottimadi valore
- finito
140 ..
112. T~ Nel caso in esame la soluzione
31 R~ ottimasi trovaall’intersezione

delle rette 2%, + 5%, = 20

.. 6x, + 5%, = 30
28
k=0
| | | | |
Xq

Essa corrisponde a punto x* di coordinate 5/2, 3 eil suo valore e f(x*) = 144.
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Direzione di miglioramento

direzione di miglioramento

— Seil poliedro P non e limitato il problema puo
ammettere ottimo finito eppure no, in dipendenza del
fatto che lungo ogni semiretta contenutain P la
unzione obiettivopeggiori, ovvero esista una

Iretta contenuta in P lungo la quale lafunzione

Per precisare questo concetto introduciamo la nozione di direzione di un
poliedro P
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Direzioni di un poliedro

SiaP =P(A, b)1 IR"un poliedro.
Definizione: Un vettored T IR" si dice direzione di P se per ogni X

| Pperognil T IRs ha )
x+ld | P

Esempio 1. SiaP definito dalle disequazioni  3x, + 2x, <6 X, + 3x,<6
X, >0

|l vettored = (-1, 1) non e una
direzione per P, mentrelo el
vettore
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Direzioni di un poliedro

Definizione: L’insieme di tutti | vettori di che sono direzioni di P S
dice cono di recessione di P, e s indica con rec(P).

Esempio 2: SiaP definito dalledisequazioni 3%, +2X,<6 X, >0

\

v
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Direzioni di un poliedro

Esempio 3: SiaP definito dalle disequazioni 3X; +2X,<6 Xx,>1

v

Nota: rec(P) e inalterato e non e contenuto in P
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Direzioni di un poliedro

Esempio 4: SiaP definito dalle disequazioni 3X; +2X,<6 Xx,>1
X, >0

- O . . S S S S e S S B S S e e - . - . - . S e e s o

v

Nota: rec(P) s riduce all’insieme {0}
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Proprietadel cono di recessione

Teoremal
" poliedro P, rec(P) * A&

Dimostrazione:

Perognil >0exl Pshax+10=x1 P.DunqueOl rec(P).
Teorema?2
SiaP={x1 IR™ Ax <Db}.Allora
rec(P) = {z1 IR Az<0}

Dimostrazione:

Seperzs haAz<0, alorazeunadirezione per P:
Ax<b,Az<0 P Ax+lAz=AKX+lz)<b "I >0

Viceversa, se z e unadirezione per P, alloraAz < 0O:
(abs.) saAx+1z)<b" 1 >0, ma$i peril quale(Az), >0
dlorascegliendo | >[b,—(Az)]/(Az), s escedaP
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Teoremad Weyl

Teorema 2 (Weyl, 1936)
Ogni punto x di un poliedro P = P(A, b) con Ext(P) * & pUO
esprimers come somma di un puntou | conv(Ext(P)) e di una
direzioned | rec(P):
P = conv(Ext(P)) + rec(P)

Esercizio:
P={xT IR3 =X, +2%,>2, X, — X, > -2, 5%, + 3%, > 15}
Ext(P) = {(24/13, 25/13), (9/8, 25/8)}
rec(P) ={x1 IR3 —x, +2x,>0, X, —X, >0, 5x; + 3x, > O}
 verificareche(3,3)1 P
« trovareul conv(Ext(P)),d1 rec(P)taliche(3,3)=u+v
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Teoremad Weyl

Esempio 5: Sia P definito dalle disequazioni 2% + X, >4 X +X,>3

X, X, >0

Ext(P) ={(0, 4), (1, 2), (3, 0)}
conv(Ext(P))
rec(P) = {xI IRZ x,, X, > 0}
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Teorema fondamentale della PL

Consideriamo il problema in forma generae
P: max CX
AXx < Db

Teorema 3
SiaP={x1 IR™ Ax<Db},esax°l P.Allora
1) $dT1 rec(P):cd>0 b Pillimitato

2) "dIl rec(P),cd<0 b seExt(P)! & Pammette una
soluzione ottimax* T Ext(P).
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Teorema fondamentale della PL

Esempio 6: Consideriamo il problema  P) max 3%, + 2%,
2%, + %X, > 4

X +X% >3
X;>0,%x,>0

cioe max  3x; + 2x,
—2X; —X, <-4
—X; =%, <=3
%, <0,-X%<0

Perd=(1,1) s ha
cd=34+24=5>0

Quindi P eillimitato
superiormente

\
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Teorema fondamentale della PL

Esempio 7: Consideriamo il problema  P) min  4x,+X,
2%, + %X, > 4

X +X% >3
X;>0,%x,>0

cioe max  —4xX;—X%,
—2X; —X, <-4
—X; =%, <=3
%, <0,-X%<0

Per ogni d I rec(P)
s haoracd <0

Quindi uno del punti ross
rappresenta una soluzione ottima

\
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Teorema fondamentale della PL

Dimostrazione:

1) $d1 rec(P): cd >0 b Pillimitato

Per definizione di direzione, x°1 P,d1 rec(P) b x°+1d1 P per ogni
| >0.

Sia per assurdo x* ottima per P.

Quindi cx* > c(x° + | d).

Ma poiché cd > 0, cio non e evidentemente vero per qualsias

| >0.

Dungue P e illimitato.
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Teorema fondamentale della PL

2) "dl rec(P),cd<0 b Pammetteunasoluzioneottimax* | Ext(P)

SaEkE=Ext(P) ={v,, ...,v } edaktaechecv,>cv,i =1, ..., p.

Per il Teoremadi Weyl, ogni x T P si pud scriverex = u + d, con
ul conv(E)edl rec(P). Si haevidentemente

cX = cu+cd < cu (infatti per ipotesi cd < 0)
Inoltre
cu =c(l vy +...+1 v X
conl,+...+1 =11, .., 1,>0(nfatti ul conv(E))
Quindi
cex <c(lvpt..+lv) = levp+..+1 cvy <

< (It +1 ey = oy,
Se ne deduce chev, | Ext(P) & una soluzione ottima per P.
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