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Sistemi di disequazioni
compatibili

e Peril Teoremadi Fourier un sistemadi disequazioni lineari
AX < b con
xI IR, AT IR"", bl IR™
e compatibile se e solo se un opportuno sistemaA’x < b’,
ottenuto tramite combinazioni coniche delle disequazioni
date, con

A =[0,A°]T IRPF" b T IRP,
e a suavolta compatibile.
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Teoremi dell’ alternativa

e Iterando il Teoremadi Fourier nvolte, s hache Ax<b e
compatibile se e solo se esistono opportune combinazioni
coniche delle sue disequazioni che diano luogo a un sistema

Ax < b compatibile, dove
AM=T0,...,0]T IRI", pMT |R

¢« Malo, ..., 0]x < b & compatibile se e solo se b > 0.

e Quindi perché Ax < b siaincompatibile deve essere possibile
combinare con un vettorey >0
— lerighedi A in modo da ottenere lariga0
— le componenti di b in modo da ottenere un numero b < 0
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Il Teoremad Gale

Quanto detto s sintetizza nel seguente

Teorema (Gale): Il sistema Ax <b e compatibile se e solo
seil sistemay >0, yA =0, yb <0 eincompatibile.

e |l Teoremadi Gale e detto primo teorema della alternativa,
In quanto esprime la compatibilitadi un sistemain termini
dell’incompatibilitadi un atro sistema.

o |l sistema Ax < b viene detto sistema primale, il sistema
y >0, YA =0, yb <0 viene detto sistema duale.

e PerunsstemanelaformaAx > b, il sistemaduale assume
laformay >0, yA =0, yb > 0.
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Sistema primale P)  2x +4x,

X
=
I
W
R
I INAIA

Sistemaduale D) —2y;+ Y,

O O O O O

=
N
'V
o A

Y1

D e evidentemente
Incompatibile
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| Lemmadi Farkas

Il Teoremadi Gale non e |’ unico teoremadell’ aternativa:

Teorema (Farkas): Il sistema (primale standard) Ax =b, x>0
e compatibile seesolo seil sistema
YA >0,yb<0
(0, equivalentemente, il sstemayA <0, yb > 0) e incompatibile.

Dim.: Ax=b,x>0U Ax<b, -Ax <-b, -x <0 compatibile
sse (Gale):

z[—Ak] =0, z>0, z[—bb] <0.
- 0

Posto z=[u, v, w], scrivere uA —vA —w =0 con w > 0 significa
(u—Vv)A >0. Ponendoy = (u—V) s ottiene lates.
(S noti chey non e vincolato in segno).
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Esempio

Sistemaprimale P) X +3X,—-2X;= 6
Xy, X5, X3 > 0

Sistemaduale D) y< OYEO 3y>0

Intersezione = { 0}

oy < O

P 600
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Commento

| teoremi dell’ alternativa forniscono un importante strumento per
la soluzione del problema di decidere se un poliedroeo non e
vuoto

e Ess permettono di trasformare un problema quantificato
universalmente (" ) in uno quantificato esistenzialmente ($).

Infatti un poliedro Ax < b évuoto se per ogni x | IR" esisteuna
rigal per cui ax >Db.
| teoremi dell’ alternativa consentono di eludere la necessita di
unaverifica per ogni x determinando in un altro poliedro (duale
di Ax <b) I’esistenzadi uny che verifichi yb <0.

e Lapossihilitaoimpossibilitadi questa operazione spesso
determinaladifferenzatra un problema“facile’ e uno “difficile’.
Su di essa sl basala stessa definizione della classe NP.
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Teoriaddladualitanela PL

e Consideriamo un problemadi PL in forma standard:

P) min  cX
Ax =D
x>0

Teorema (dualitaforte): Unasoluzione ammissibile x* del
problema P e ottima se e solo se esiste una y* appartenente
a

D ={yl IR™yA<c}
per laquale st abbiay*b > cx*.
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Esempio

Problema P)

min X, — 2%, + 4x,
X;+3X,—2%X;= 6
Xy, X5, X3 > 0

D={yl IRl y<1,3y<-2,-2y<4

D={yl IR: y<1,

X* non ottima
'y

/

X5
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Esempio

Problema P) min x1—2x2+4x3
X;+3X,—2X3= 6
Xy, X5, X3 > 0

D={yl IR; y<1,3y<-2, —2y<4}
D={yl IR: y<1, y<—2/3 y>—2}

X* ottima

/ ___________________________________________________________________________________________________________ X*_(Ozo) CX*:—4
_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ N

X,© y* —2/3 y*b:_4
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Dualitaforte

Dimostrazione:
Siadatax* ammissibile per il problema P e supponiamo
y*b > cx* per qualchey* 1 D.
Quindi il sistema
YA < C
—yb <—cx* ovveo y[A,-Db] <[c,—cx*]
risulta compatibile.

Applicando atale sistemalil Teoremadi Gale st hacheil
sistema

[A,—b][[1=0, [[120, [c—ox*][;]<0

e necessariamente incompatibile.

—)
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Dualitaforte

Segue dimostrazione:

In altrl termini nessuna x, | > 0 soddisfa
Ax=1Db, cx<Icx*

cioin particolarevale per | =1, dal che s deduce che non
esiste X ammissibile per P per cui
CX < CX*

Quindi x* e ottima per P.
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Dualitaforte

Segue dimostrazione:

Viceversa, seil sistemaduaey[A, —b] <[c, —<cx*] e

iIncompatibile, alorail primale Ax =1 b, cx <| cx* ammette

unasoluzionex®, | ° > 0.

— Sel °>0,x°/| ° eP-ammissibile e migliore di x*.

— Sel°=0,s haAx®°=0,x°>0ecx®° <0, quindi x* +x° e
P-ammissibile e migliore di x*.

Quindi x* non e ottima.

Fine dimostrazione
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|| problemaduale

|l teorema precedente giustifical’ introduzione del problema
D) max yb
YA <C

o Tale problema e detto duale del problemaP.
A suavolta, P viene detto problema primale.

e |l duaedi un problemadi PL (in formastandard) e un
problemadi PL (in formagenerae).

e |l problemaduale ha
— unavariabile per ogni vincolo del primale,
— un vincolo per ogni variabile del primale.
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Proprietadel duale

Teorema (reciprocita): Il problemaP eil duale del problema
D.

Teorema (dualita debole o dominanza): Per ogni coppiadi
soluzioni X I P,y 1 D s hayb <cx.

Dimostrazione: Lareciprocita s ottieneriscrivendo D in

forma standard mediante I’ aggiunta di slack non negative, e
scrivendo quindi il duale del problema ottenuto.

Per la dominanza basta combinare le colonne di yA <c
(vincoli di D) con le componenti di x. Poichéla
combinazione e conica, ladiseguaglianza s conserva:

YAX < CX
Lates s haapplicando la proprieta associativa (Y(AX) < cx)
e osservando che Ax = b.
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Alcuni corollari

Corollario 1: x* T Pey* I D sono ottime se e solo se
y*b = cx*

Dim.: si ottiene combinando dualita debole e dualita forte.

Corollario 2 (ortogonalita o complementaritd): x* I Pey* 1 D
sSono ottime se e solo se

(c—y*A)x* = y*(Ax* —b) = 0
Dim.: il corollario dice che all’ ottimo le slack duali (primali)
sono ortogonali alla soluzione primale (duale).
Laprimacondizione s riscrive cx* = y*Ax*, epoiché Ax* =D
essa coincide con il corollario precedente.
Lasecondae verificata" y*, in quanto Ax* =b.
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Esempio (Corollario 2)

Problema primale P) min  4x; + 3%, + X,
X;+3X,—2X;= 6
X1, X, X3 > 0
Problema duale D) max oy
y<4, 3y<3, -2y<l

ottimo primale 6

(0,2, 0) § X1
ottimo duale 6
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Alcuni corollari

Corollario 3: Seil problema P (il problemaD) eillimitato
Inferiormente (superiormente) allorail problemaD (il problema
P) non ammette soluzione.

Dim.: E' conseguenza diretta del teoremadi dualita debole.

Ad esempio, supponiamo per assurdo che P siaillimitato
inferiormente (cioe che comungque s fissi x 1 Pesistaunx®°1 P
tale che cx° < cx) e che tuttavia D non sia vuoto (cioe che esista
uny°i D).

Cio contraddice evidentemente la dualita debole, secondo la
guales hay°b <cx," x1 P, equindi non puo aversi cx ® —¥.
(Con ragionamento analogo si operase D eillimitato).
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Esempio (Corollario 3)

Problema primale P) mn  —4x; —3X,— X,
X;+3X,—2X;= 6
X1, X, X3 > 0
Problema duale D) max oy
y<—4, 3y<-3 —2y<-l

Primaleillim

|
X, | ]
y
—4 -1 12 | duaevuoto
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Riassumendo

Pillimtac  P=g ammete
ottimo finito
D illimitato
D=0
D amnmette
ottimo finito
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Regole per la costruzione del duale

Regola l: Scrivereil primalein formadi min convincoli di > e/o
di =. Il duale saraalorain formadi max con vincoli di =
eod <.

Regola 2: Generare una variabile dualey, per ogni vincolo primale:
y; sara
e >0seil vincolo primale edi > (vincolo lasco)
» non vincolatain segno seil vincolo primale e di = (vincolo
stretto)
Regola 3: Lafunzione obiettivo duale si ottiene combinando ley,
con il termine noto primale b. Il termine noto duale
coincide con il vettore di costo primale c.

Regola4: Generare un vincolo duale per ogni variabile primale x;:
Il vincolo sara
e di < (vincolo lasco) e X e>0
* di = (vincolo stretto) se x; € non vincolata in segno
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Esempio 1

Problema primale P) max  5x; — X, + 2X,
X, +4X,—06X3 < 6
2%, — X3 = 4
2X; + 3%, > 5

X5, X3 > 0

Trasformazione (Regolal) P) min  —5x; + X, — 2%,
—X; —4X, + 6X3> 6
2%, — X3 = 4
2X; + 3%, > 5
X5, X3 > 0

Problemaduale D) max —06y; + 4y, + 5y,
Y1, ¥3=0
Y1+ 2y, +2y; =5
— 4y, +3y;< 1
6y; — Y, <2
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Esempio 2

Problema primale P) min  4x, + 3%, + X,
X;+3X,—2X;= 6
X1, X, X3 > 0
X3 X, + X+ X3 > 3

ottimo primale
39/5=7,8

.

(0, 12/5, 3/5)

(3/2, 3/2, 0)

Qual eil problemaduale?
X
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Esempio 3

Problema primale P)  max 4x,+ 3%, + X,
X;+3X,—2X;= 6
X1, X, X3 > 0
X3 X, + X+ X3 > 3

(3/2, 3/2, 0)

(0, 12/5, 3/5) S (6,0, 0)

Quanto vale |’ ottimo primale?

%2 Qual il problema duale?
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