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1. Combinazione lineare

Definizione  Unvettorex | IR s dice combinazione lineare
dei vettori a,, ..., a,, 1 IR" con coefficienti
|, .l 1 IRse

X = |1a1+---+|mam I +1(1,4)
Esempio K
1 - 0 + | L 1/
5 = 1 3 21 4 v
conl ,=-2/3,1 ,=1 _
~ _2/3(0,3) U
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Combinazione afine

Definizione Unvettorex 1 IR" s dice combinazione affine
dei vettori a,, ..., a,, 1 IR" con coefficienti
|, .l 1 IRse

X =la+...+1 a,

— +2(Y2, 2)
e B .
|+ +1 =1
Esempio
1 _ 0 5 R/
conl ,=-1,1,=2 ~11100,2) U
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Combinazione conica

Definizione  Unvettorex 1 IR"s dice combinazione conica
dei vettori a,, ..., a,, 1 IR" con coefficienti

|, .l 1 IRse

X =la+...+1 a,
e

| 1 ;>0

Esempio

conl,=1,1,=%
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Combinazione convessa

Definizione  Unvettorex1 IR s dice combinazone convessa
dei vettori a,, ..., a,, 1 IR" con coefficienti

|, .l 1 IRse
X =la+...+1 a,

. K
|+ +l, =1 |

conl ,=%1,=%
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2. Dipendenza e indipendenza

Definizione UninsemeA={a, ...,a.} | IR"¢&linearmente
dipendente se esistono mscalari | 4, ..., 1 ,,non
tutti nulli tali chel ja, + ... +1 a =0.

m

o A={]1],|?]} eélinearmenteindipendente

| | |
——————————————————————
| | |

B ={ [;J} e l[inearmente dipendente
(1,=1,=2/3,1,=-1)

La dipendenza affine e definitain modo analogo
aggiungendo laclausolal , + ... +1  =0. U)
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Dipendenza e indipendenza

Definizione UninsemeA={a,, ...,a} | IR"éaffinemente

dipendente se esistono mscalari | 4, ..., 1 ,,non
tutti nulli taliche | ; + ... +1 =0
el a+..+1 a,=0.
Esempio
o €= ; , i , g } e affinemente dipendente
LS LR (1,=1,=-11,=2)
A B =] ; | i | ; } & affinemente indipendente

La dipendenza affine e definitain modo analogo
aggiungendo laclausolal , + ... +1  =0. U)
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Dipendenza e indipendenza

Osservazione SaA={a,, ..., a,} linearmente indipendente. Alloraun
qualunque X 1 A é a sua voltaindipendente: infatti se X fosse
dipendente sarebbe possibile ottenere il vettore O combinandone gli
elementi con coefficienti | ; non tutti nulli. Aggiungendo atae
combinazionei vettori di A— X moltiplicati per O s otterrebbe 0 da una
combinazione lineare a coefficienti non tutti nulli degli elementi di A,
contraddicendone I’ indipendenza. Ne segue che

1) A = /E e linearmente indipendente

Viceversa, se un qualunque X 1 A & linearmente dipendente, allora
anche A e linearmente dipendente. In particolare,

2) A ={0} elinearmente dipendente

in quanto il vettore nullo puo essere ottenuto combinandone gli elementi
(in effetti, I’ unico elemento) con coefficienti divers daO.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

3. Bas

Definizione SiaSl IR UninsemeB={b,,...,b.} 1 IR"
S dice base per Sse
* B elinearmente indipendente
« BE {x} elin. dipendente per ogni x| S—B

(in altre parole, esistono coefficienti reali non tuitti
nulil g1, .. | t&ichel x+I b, +...+1 b =0).

Osserviamo che x # 0 implical , # 0, altrimenti B non sarebbe indipendente.

Quindi s puo scrivere
X =—=lb/lg—...=1 b/,
(rappresentazione di x in B)
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Basi

Teoremal Larappresentazionedi x I Stramite una sua base
B e unica.
Dimostrazione: supponiamo
X =ab,+...+a,b,
X =gb,+...+9,b,

Allora
0=(,—-g)b; +... +(a,—gyby,
ese$i: a, —g#0, aloraB e linearmente dipendente (cd.).
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Basl
Teorema?2 Siax| S—B, conB base per Sex #0.
Supponiamo x =a,b; + ... +a b, cona, # 0.
AlloraB ={x, b,, ..., b} eunabaseper S
Dimostrazione: anzitutto B’ e indipendente. Se non lo fosse:

O =mx+mb,+...+mb,
conm # 0 (se m = 0, B sarebbe dipendente).

Maallora

X = = Mm0,/M = = MD/M L traddizione
X =ab,+ab,+ ...+a,b,

Inoltre B @ massimalein S, perchéy =1 ,b, + ... +1 b "yl Se
sostituendo b, = x/a; —a,b,/a,—... —a b /a, S ottiene una
rappresentazionedi y in B’.
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4. Matroide vettoriale

Teorema3 SiaU uninsieme finito di vettori di IR, e A lafamiglia
di tutti | sottoinsiemi X di U linearmente indipendenti.
Allora (U, A) & un matroide.

Dimostrazione: anzitutto A & evidentemente subclusiva, in quanto ogni Sotto
inseme di un insieme indipendente e indipendente.
Mostriamo che vale la proprieta di scambio:

"A Bl A:|B|>|A, $x1I B-A'AE{x}1 A
cioe I’insieme linearmente indipendente piu piccolo puo essere accresciuto con
un elemento preso dal piu grande mantenendos linearmente indipendente.

~

U
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Matroide vettoriale

Teorema3 SiaU uninsieme finito di vettori di IR, e A lafamiglia
di tutti | sottoinsiemi X di U linearmente indipendenti.
Allora (U, A) & un matroide.

Segue dimostrazione: Siano

A= {a,..a) B = {by, by, ..., b}
Se non vale la proprieta di scambio, alloraAE{b,} édipendente” i: b, I A, cio@Aé
una base per B.

Supponiamo b, | A:siaalorab,,=1,a,+... +1 a_ esenzaperderein generdita
supponiamo | . # 0. Allora applicando il Teorema 2 si puo sostituireb ,ad a, e
A, ={a,...,a,, Db} eancoraunabase perB.

Seinvece b1 A, lasogtituzione restituisce A, = A che per ipotesi & ancorauna
base per B. L‘J
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Matroide vettoriale

Teorema3 SiaU uninsieme finito di vettori di IR, e A lafamiglia
di tutti | sottoinsiemi X di U linearmente indipendenti.
Allora (U, A) & un matroide.

Segue dimostrazione: Procedendo intal modo, seb,, , | A possiamo scrivere

bi=ma +...+m_a,,+mb,
osservando che m, , # O (altrimenti B sarebbe dipendente).
Quindi A, = {a,...,a,,b. ., b}
Anz = {8g - 8y D By, Do
Ay {01, - Brya B2y By bt = B—{ by}
sono bas per B. Maallora A, consente di rappresentare b, in funzionedi b, ...,
b, contraddicendo I’ indipendenza di B.

~

U
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