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Rispondere alle seguenti domande marcando a penna la lettera corrispondente alla risposta ritenuta corretta (una sola tra quelle riportate). 

Ogni risposta esatta vale 2 punti, ogni risposta sbagliata vale –1 punto.

1.
Dato un grafo asimmetrico G = (V, E), si consideri la famiglia ( costituita da tutti gli insiemi di archi A per i quali ogni u ( V è termine di al più un arco in A. La coppia (E, ()


[A]
è subclusiva ma non costituisce un matroide


[B]
non è subclusiva

[C]
costituisce un matroide. Si associ infatti a G un grafo bipartito B = (V, V, F) dove uv ( F se e solo se uv ( E. Evidentemente ogni A ( ( corrisponde in modo biunivoco a un insieme di archi di F che è un assegnamento. 

2.
Il più piccolo edge-cover di un grafo bipartito connesso G = (U, V, E) con |U| = |V| = n
[A]
contiene sempre n nodi

[B]
può contenere più di n nodi

[C]
può contenere meno di n nodi
Risolvere i seguenti esercizi. La soluzione di ogni esercizio viene valutata fino a 5 punti.
1. Dato un grafo simmetrico G = (V, E), sia c: V ( IR+ una funzione peso associata ai vertici. Per ogni X ( V si definisca poi il peso di X come c(X) = max{c(u): u ( X}. Consideriamo il caso in cui X è un insieme di vertici tale che ogni arco di G è toccato esattamente da un vertice di X (si noti che tale insieme potrebbe non esistere). Formulare come programmazione lineare intera il problema di determinare un siffatto insieme X di peso minimo. 
Soluzione
variabili di decisione
xu = 1 se e solo se u ( X





z = peso dell’insieme ottimo

vincoli


xu + xv = 1 per ogni uv ( E





z  >  cuxu per ogni u ( V




xu ( {0, 1} per ogni u ( V




z ( IR
obiettivo


min z

2. Data una scacchiera 3(3 si formuli il problema di calcolare il massimo numero di alfieri che non si diano scacco reciproco come problema di ottimizzazione combinatoria su di un opportuno grafo G = (V, E).
Soluzione

V = insieme delle caselle della scacchiera, |V| = 9


uv ( E se e solo se un alfiere in posizione u e uno in posizione v si dànno scacco


U = V

( = {X ( U: X è stabile}


c(X) = |X| per ogni X ( (

[image: image1]
3. Applicando il metodo di Fourier-Motzkin, determinare il poliedro che rappresenta l’involucro convesso dei punti (2, 0, 3) e (1, 6, 0).
Soluzione

Per definizione di involucro convesso deve aversi

2(1 +(2 = x1
6(2 = x2
3(1= x3
con

(1 + (2 = 1

(1, (2 > 0

In altri termini si tratta di eliminare le variabili (1, (2 dal poliedro di IR5: 

2(1+(2 – x1 = 0

6(2 – x2 = 0

3(1– x3 = 0

(1 + (2 = 1

(1, (2 > 0

Riportando il sistema in termini di disuguaglianze possiamo scrivere la seguente tabella dei coefficienti:

	(1
	(2
	x1
	x2
	x3
	>

	2
	1
	–1
	
	
	0

	–2
	–1
	1
	
	
	0

	
	6
	
	–1
	
	0

	
	–6
	
	1
	
	0

	3
	
	
	
	–1
	0

	–3
	
	
	
	1
	0

	1
	1
	
	
	
	1

	–1
	–1
	
	
	
	–1

	1
	
	
	
	
	0

	
	1
	
	
	
	0


Rispetto alla colonna 1 si ha Z = {3, 4, 10}, N = {2, 6, 8}, P = {1, 5, 7, 9}. Pertanto

	(1
	(2
	x1
	x2
	x3
	>

	
	3
	–3
	
	2
	0

	
	–1
	–1
	
	
	–2

	
	–3
	3
	
	–2
	0

	
	–3
	
	
	–1
	–3

	
	1
	1
	
	
	2

	
	3
	
	
	1
	3

	
	–1
	1
	
	
	0

	
	
	
	
	1
	0

	
	–1
	
	
	
	–1

	
	6
	
	–1
	
	0

	
	–6
	
	1
	
	0

	
	1
	
	
	
	0


Rispetto alla colonna 2 si ha ora Z = {8}, N = {2, 3, 4, 7, 9, 11}, P = {1, 5, 6, 9, 10}. 

	(1
	(2
	x1
	x2
	x3
	>

	
	
	–12
	
	4
	–12

	
	
	–6
	
	2
	–6

	
	
	
	
	4
	0

	
	
	–6
	
	4
	–6

	
	
	–6
	1
	4
	0

	
	
	12
	
	–4
	12

	
	
	6
	
	–2
	

6

	
	
	12
	
	
	12

	
	
	6
	
	
	6

	
	
	6
	1
	
	12

	
	
	–6
	
	2
	–12

	
	
	6
	
	–2
	–12

	
	
	6
	
	2
	–12

	
	
	
	
	2
	–18

	
	
	
	1
	2
	–12

	
	
	
	
	1
	0

	
	
	–6
	–1
	
	–12

	
	
	6
	–1
	–4
	0

	
	
	
	–1
	–2
	–6

	
	
	6
	–1
	
	0

	
	
	
	–1
	
	–6

	
	
	–1
	
	
	–2

	
	
	3
	
	–2
	0

	
	
	
	
	–1
	–3

	
	
	1
	
	
	0

	
	
	
	1
	
	0


Da questa tabella si ricavano le seguenti diseguaglianze (elenchiamo solo quelle dominanti)… 

-3x1

-x3
>
-3

-6x1

+4x3
>
-6

-3x1

-x3
>
-3

3x1

-x3
>
3

-3x1

+x3
>
-6

3x1

-x3
>
-6

3x1

+x3
>
-6


x2
+2x3
>
-12

6x1
+x2

=
12

6x1
-x2
-4x3
=
0


-x2
-2x3
>
-6

6x1
-x2

>
0

3x1

-2x3
>
0

1 < x1 < 2

0 < x2 < 6

0 < x3 < 3
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Rispondere alle seguenti domande marcando a penna la lettera corrispondente alla risposta ritenuta corretta (una sola tra quelle riportate). 

Ogni risposta esatta vale 2 punti, ogni risposta sbagliata vale –1 punto.

1. 
Il duale del problema 



max
2x1 + 3x2 – x3




x1 –x2 + 3x3
>  –1




 x2  + 2 x3
>  0
    




     x1, x3  >  0




    


è il problema

(A) min
y1
(B)
min
y1
(C)
min
y1


 – y1 >  2


– y1 >  2


y1 <  –2


           y1  – y2 > 3


 y1  – y2 = 3


y1  – y2 = 3



 – 3y1  –  2y2 > – 1


– 3y1  –  2y2 >  1


3y1  +  2y2 <  1



   y1 ,y2   >  0


    y1 ,y2   >  0


y1 ,y2   >  0

2. 
Si consideri il problema di PL


max
bT x



Ax  <  b



  x  >  0

in cui A((n x n è una matrice simmetrica. Sia x tale che Ax = b, x > 0
(A) x è ottima

(B) x è ammissibile, ma nulla si può dire sull’ottimalità
(C) x è certamente non-ottima
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Risolvere il seguente esercizio. La soluzione viene valutata fino a 5 punti.

1.  
Un enologo che voglia ottenere un buon prodotto deve rispettare precise condizioni. Ad esempio, per produrre la quantità di Brocca Sventata corrispondente a 100 kg di uva occorrono almeno 30 kg di Benvasia e 12 kg di Sanmartese, mentre non bisogna superare le quantità di 15 kg di Corvot e di 30 kg di Verde d’Ovola. Se i prezzi al kg dei suddetti vitigni sono quelli riportati in tabella, in che proporzione occorre miscelarli per rispettare le specifiche al costo minimo?
	Vitigno
	1: Benvasia
	2: Sanmartese
	3: Corvot
	4: Verde d’Ovola

	Prezzo (€/kg)
	30
	20
	18
	25


     Determinare una prima base e una base ottima mediante il metodo del simplesso.
Prima base:

	x1
	x2
	x3
	x4
	w1
	w2
	w3
	w4
	

	0
	0
	–12
	–5 
	0
	–10
	0
	0
	–2880

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	58

	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	88

	0
	1
	0
	0
	0
	–1
	0
	0
	12

	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	15

	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	30


Base ottima:

	x1
	x2
	X3
	x4
	w1
	W2
	w3
	w4
	

	0
	0
	0
	5 
	10
	0
	2
	0
	–2270

	0
	0
	0
	1
	1
	1
	–1
	0
	43

	1
	0
	0
	0
	–1
	0
	0
	0
	30

	0
	1
	0
	1
	1
	0
	–1
	0
	55

	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	15

	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	30



Soluzione
Il problema si formula tramite le variabili di decisione x1, x2, x3, x4 associate ai 4 vitigni nell’ordine, imponendo i vincoli

x1 + x2 + x3 + x4 = 100

x1 > 30, x2 > 12, 0 < x3 < 15, 0 < x4 < 30

L’obiettivo consiste nel minimizzare f(x) = 30x1 + 20x2 + 18x3 + 25x4. Per determinare una base iniziale si scriva anzitutto il problema equivalente in forma standard introducendo due variabili di surplus e due di slack
min

30x1 + 20x2 + 18x3 + 25x4


x1 + x2 + x3 + x4 = 100

x1 – w1 = 30

x2 – w2 = 12

x3 + w3 = 15

x4 + w4 = 30

xi, wi > 0 per i = 1, …, 4

Per portare tale problema in forma canonica occorre aggiungere tre variabili ausiliarie z1, z2, z3 associate ai primi 3 vincoli:

	x1
	x2
	x3
	x4
	w1
	w2
	w3
	w4
	z1
	z2
	z3
	

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0

	1
	1
	1
	1
	
	
	
	
	1
	
	
	100

	1
	
	
	
	–1
	
	
	
	
	1
	
	30

	
	1
	
	
	
	–1
	
	
	
	
	1
	12

	
	
	1
	
	
	
	1
	
	
	
	
	15

	
	
	
	1
	
	
	
	1
	
	
	
	30


Sottraendo le righe 1, 2 e 3 alla riga 0 si ottiene la base iniziale:
	x1
	x2
	x3
	x4
	w1
	w2
	w3
	w4
	z1
	z2
	z3
	

	–2
	–2
	–1
	–1
	+1
	+1
	0
	0
	0
	0
	0
	–142

	1
	1
	1
	1
	
	
	0
	0
	1
	0
	0
	100

	1
	
	
	
	–1
	
	0
	0
	0
	1
	0
	30

	
	1
	
	
	
	–1
	0
	0
	0
	0
	1
	12

	
	
	1
	
	
	
	1
	0
	0
	0
	0
	15

	
	
	
	1
	
	
	0
	1
	0
	0
	0
	30


Operando un pivot in posizione (2, 1) si ha quindi

	x1
	x2
	x3
	x4
	w1
	w2
	w3
	w4
	z1
	z2
	z3
	

	0
	–2
	–1
	–1
	–1
	+1
	0
	0
	0
	+2
	0
	–82

	0
	1
	1
	1
	1
	
	0
	0
	1
	–1
	0
	70

	1
	
	
	
	–1
	
	0
	0
	0
	1
	0
	30

	0
	1
	
	
	
	–1
	0
	0
	0
	
	1
	12

	0
	
	1
	
	
	
	1
	0
	0
	
	0
	15

	0
	
	
	1
	
	
	0
	1
	0
	
	0
	30


Operando un pivot in posizione (3, 2) si ha poi

	x1
	x2
	x3
	x4
	w1
	w2
	w3
	w4
	z1
	z2
	z3
	

	0
	0
	–1
	–1
	–1
	–1
	0
	0
	0
	+2
	+2
	–58

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	1
	–1
	–1
	58

	1
	0
	
	
	–1
	
	0
	0
	0
	1
	
	30

	0
	1
	
	
	
	–1
	0
	0
	0
	
	1
	12

	0
	0
	1
	
	
	
	1
	0
	0
	
	
	15

	0
	0
	
	1
	
	
	0
	1
	0
	
	
	30


Passando infine a un pivot in posizione (1, 5) si ricava una prima base del problema iniziale
	x1
	x2
	x3
	x4
	w1
	w2
	w3
	w4
	z1
	z2
	z3
	

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	+1
	+1
	+1
	0

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	1
	–1
	–1
	58

	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	
	–1
	88

	0
	1
	
	
	0
	–1
	0
	0
	
	
	1
	12

	0
	0
	1
	
	0
	
	1
	0
	
	
	
	15

	0
	0
	
	1
	0
	
	0
	1
	
	
	
	30


Eliminando le variabili ausiliarie e ripristinando la funzione obiettivo del problema iniziale si ha
	x1
	x2
	x3
	x4
	w1
	w2
	w3
	w4
	

	30
	20
	18
	25
	0
	0
	0
	0
	0

	
	
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	58

	1
	
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	88

	
	1
	
	
	0
	–1
	0
	0
	12

	
	
	1
	
	0
	
	1
	0
	15

	
	
	
	1
	0
	
	0
	1
	30


Sottraendo poi alla riga 0 le righe 2 e 3 moltiplicate nell’ordine per 30 e 20 si ottiene
	x1
	x2
	x3
	x4
	w1
	w2
	w3
	w4
	

	0
	0
	–12
	–5 
	0
	–10
	0
	0
	–2880

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	58

	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	88

	0
	1
	
	
	0
	–1
	0
	0
	12

	0
	0
	1
	
	0
	
	1
	0
	15

	0
	0
	
	1
	0
	
	0
	1
	30


che corrisponde alla soluzione ammissibile x1 = 88, x2 = 12, x3 = x4 = 0 il cui costo è 30(88 + 20(12 = 2880€. Si può ora operare un pivot prima in posizione (4, 3):
	x1
	x2
	x3
	x4
	w1
	w2
	w3
	w4
	

	0
	0
	0
	–5 
	0
	–10
	12
	0
	–2700

	0
	0
	0
	1
	1
	1
	–1
	0
	43

	1
	0
	0
	1
	0
	1
	–1
	0
	73

	0
	1
	0
	
	0
	–1
	
	0
	12

	0
	0
	1
	
	0
	
	1
	0
	15

	0
	0
	0
	1
	0
	
	
	1
	30



e successivamente in posizione (5, 4): 
	x1
	x2
	x3
	x4
	w1
	w2
	w3
	w4
	

	0
	0
	0
	5 
	10
	0
	2
	0
	–2270

	0
	0
	0
	1
	1
	1
	–1
	0
	43

	1
	0
	0
	
	–1
	0
	
	0
	30

	0
	1
	0
	1
	1
	0
	–1
	0
	55

	0
	0
	1
	
	
	0
	1
	0
	15

	0
	0
	0
	1
	
	0
	
	1
	30
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