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Poliedr|

Definizione:
Sanoal IR bl IR L’inseme
H={xI IR:ax=Db} | IR"
S dice iperpiano. L’iAnsieme ,
S={xl IRmax<b} | IR"
S dice semispazio chiuso.
Definizione:
Un poliedro e l’intersezione di un numero finito mdi semispazi
chius di IR".
Quindi" AT IR™" bl IRMI'insieme
P(A,b)= {xT IRmAx<b} | IR"
definisce un poliedro. In particolare, A& H, S IR" sono poliedri.




Diseguaglianze implicate

Definizione:

bx £ ge unadiseguaglianzaimplicata dal sisstemaAx £ b
se ogni X che soddisfa Ax £ b soddisfaanchebx £ g

X4 30
X, 30
X, +2%, £1

X + X £ 2




Diseguaglianze implicate

Definizione:
Un sistema di diseguaglianze e minimale se non contiene
diseguaglianze implicate.

Definizione:
bx £ g e combinazione conica delle diseguaglianze
AXEDb ° {ax£Eb,i=1,...,m seesolose

(b,9 = al(a,b) 120

Teorema:

Ogni diseguaglianza ottenuta come combinazione conicadi
Ax £ b e unadiseguaglianzaimplicata.




Esempio:

Diseguaglianze implicate

2.5X, +2.5%, £ 2

0(--1, O, 0) +
0(0, -1, 0) +
1(1, 2, 1) +

0.5 (3, 1, 2) =

(25, 25, 15)

| =(1,0.5,0,0)



Poliedri compatibili

Definizione:

Un poliedro si dice compatibile (incompatibile) se (non)
ammette soluzione.
Problema:

Stabilire se un dato poliedro P(A, b) e o no compatibile

Principio:
Cio che esiste, faombra
(Corollario: I vampiri hon esistono)



Proiezione di un poliedro

Definizione: SiaP(A, b) I IR un poliedro.

Allorail poliedro P(A’, b’) I IR™! s dice proiezionedi P(A, b)
se" x1 P(A’,b)$z1 IRtaleche (x,2)1 P(A, b).

Esempio:

P: X;>0, X,>0, 3x; +2X,<6

P : 0<x,<2
poniamo z= (6 —3x,)/2 > 0 "X, 1 P
evidentemente (x,, (6—-3x)/2) 1 P "X, 1 P



Proiezione di un poliedro

Esempio:
P: x>0 X, >0 3X; +2%X,<6
P’

"X P,$z (x,2) 1 P

b P’ eproiezioned P




Proiezione di un poliedro

Esempio:
P: x>0 X, >1 3X; + 2%, <6

$x1 Ptaechex, =2

P P’ noneproiezioned P




Proiezione di un poliedro

Esempio:

P: x>0 X, >1 3X; +2%X,<6
P: 0<x,<4/3

P’ eproiezione di P?




Teoremad Fourier

Siadato il poliedro P

A X tapX, + ... taX, < b
Ay Xy + Xy + ...+ 3X, < by

8% T apXo T .t anX, < Dby
Dividiamo |'insieme delle righe R in 3 sottoinsiemi:

R,={il Ra,=0},R"={il Ra,>0},R={il Ra,<0}
Costruiamo un nuovo poliedro P’ contenente:

1) tuttelediseguaglianze di R,

2) unadiseguaglianza per ogni ementoinR* "~ R



Teoremad Fourier

 Unadiseguaglianzadel tipo (2) @ associataaunarigahl Rt
eunarigakl R

B Xy t Xy ..t anX, < by <= rigah
QXy + Ao F ... FaeX, < b < _rigak

« Ladiseguaglianzadi P’ s ottiene per combinazione conica
delle due
— dividendo la prima per a,,
— dividendo |la seconda per |a, |
— sommandole inseme

b, b

A, 1 Ao Ao Ahn A
( 1')X1+(ah1+|ak1|)xz+m+ (ahl +|3-k1’)xnS (ahl+|ak1’)




Teoremad Fourier

* |l nuovo sistemadi diseguaglianze P non contiene la
variabile x;

Teorema (Fourier) P eunaproiezionedi P nello spazio delle
variabili x,, ..., X..

Dimostrazione

« Siaw = (W,, ..., w,) | P’. Dobbiamo mostrare che esiste
uno scalare ztale che (z, w,, ..., w,) | P.

e Perogniil Rysihaaw,+...+aw, <b
e Perognihl R*,kl R s hainoltre

n—

&y lagl &y |l IR - Y



Teoremadi Fourier (segito)

e Riscriviamo |’ ultima condizione

Ao Ws QWi b, b, AWy AWV,
+.+ <

Y N el T ay W 8y,

e Al variaredi kin R (di hin R*) il primo (secondo) membro
descrive unaclasse C (unaclasse D) di numeri reali, e tutti
gli elementi di C risultano < degli elementi di D

e Dunque esiste un elemento di separazione ztale che;

W, W b A
a'k2 2 + 4 a‘k _ k S 7 " k I R_
By | By | By |
~ bh ah2VV2 ahn\Nn
"hi R z - -

Ay Ay Ay



Teoremadi Fourier (segito)

e Leultime due diseguaglianze Sl pOSSONO riscrivere:

a.Z+a W, +...a, W, < Db "kl R
a,Z+a, W, +..a W <Db "hl R
* Inoltre,” i1 Rysi ha

Oz+a,w,+...aw, <Db

« Nesegueche(z W,, ...,w) I P

Fine della dimostrazione



Algoritmo di Fourier-Motzkin

|l Teoremadi Fourier permette di ridurre il problema di decidere seun
poliedro e 0 meno vuoto a quello di decidere se € 0 meno vuota una sua
proiezione

Poiché la proiezione di un poliedro e ancora un poliedro, il teorema puo
essere ripetutamente applicato, fino apervenire a un poliedro del quale
sia semplice decidere

Ad esempio, s puo applicareil teoreman — 1 volte: in questo caso il
poliedro risultante P sara un intervallo dell’ asse reale,
eventualmente vuoto o illimitato
Ovvero, s puo applicare il teorema per n volte: in questo caso |l
poliedro risultante PM avralaforma0-x < t. Si danno allora 2 casi:
— set >0, PM e banalmente compatibile, in quanto descrive I'intero IR", e
quindi anche P e compatibile;
— seesisteunindicei talechet, <0, alora P e bana mente incompetibile, e
cosi P.



Applicazioni

Il metodo di eiminazione di Fourier-Motzkin s
puo applicare per
— Decidere se un poliedro e vuoto oppure no

— Costruire la rappresentazione implicitadi conv(S) per
uninsiemefinito SI IR"

— Risolvere un problemadi Programmazione Lineare



