RICERCA OPERATIVA GRUPPO B
prova scritta del 5 febbraio 2008 FOGLIO 1

1. Siano A,, As, Ao gli insiemi dei multipli rispettivamente di 2, 5 e 9 che risultano < 500, eU = A, E As E
Aq. Siainoltre

A={YI U [YCAJ<LYCAJ<L|YCAJ<le"yi Y,yi AP yiA, coni ji {2509 eit|}

lafamigliadi tutti i sottoinsiemi Y di U che contengono al piti un multiplo di 2, a pit un multiplo di 5 eal
pit un multiplo di 9, con in pit la condizione che ogni elemento appartiene esclusivamente a un insieme
traAg, As, As. Dire sela coppia (U, A):

[A] non gode della proprieta di scambio
[B] gode della proprieta di scambio ma non e subclusiva
[C] €un matroide

2. 1l vettore (1/2, 1/3, 2) &€ combinazione
[A] conica
[B] convessa
[C] affine
del vettori (1/2, 1/2, 1), (O, 1/6, 1) e (-1,-1/3, 0).

3. Datalacoppiadi problemi di programmazione lineare (primale/duale):

P) mincx D) max yb
Ax=Db yl Si IR"
xT IR

dove A éuna matrice con mrighe ed n colonne, scrivere in forma compattail sistema di disequazioni che
definisceil poliedro S. Dire quale delle seguenti affermazioni é vera:

[A] cx > yb per ogni coppiadi soluzioni anmissibili xey; S={y1 R™yA =¢}

[B] cx <yb per ogni coppia di soluzioni ammissibili x ey

[C] cx < yb per qualche coppia di soluzioni ammissibili x ey

4. Applicando il metodo di Fourier-Motzkin, risolvere il seguente problema di Programmazione Lineare,
esibendo il valore della soluzione ottima (e delle variabili) qualora esista, ovvero classificando il
problema come inammissibile o illimitato.

max X+ 2Xo + X3

X1 + X3 > 1
X1+2X2 Sl
X1+ X +3X3 52
x >01=123
Z X1 X X3 < Z X3 X X3 < Z X3 X X < Z X X X3 <
1 1 -2 1|0 3 2 5 0 2 3 0 1 0] 4 15 0 0 0|21
0O -1 0 1|41 0o =2 1 0 |- 0O O 5 0|1 15 0 0 0|31
0 1 2 0 1 0 1 2 0 1 0O O 2 0|1 0 0 0 0 1
0 1 1 3 2 0 1 1 0 2 3 0 -3 06 6 0 0 0 9
0O -1 O 0 0 0O -1 O 0 0 0O O 3 0|3 6 0 0 0| 13
0O 0 -1 O 0 0O 0 -1 O 0 0O O 1 0] 2 0 0 0 0 1
0O O 0O 1|0 0O 0 -1 0O 9 0 0 01|15
3 0 0 0 9
0 0 0 0 3
3 0 0 0 6
3 0 0 0|12
0 0 0 0 2

Il valore massimo di z € 7/5. Le variabili assumono i seguenti valori: x; = 3/5, o= 1/5 e xz= 2/5.
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5. Il proiezionista

Con opportune proiezioni ottenute applicando il metodo di Fourier-Motzkin, si determino le disequazioni che
individuano I'involucro affine ddl’insieme S={(1, 0, 1), (2, 0, 0), (1, 3, 0)}.

aff(S) = {XI IR% (X1, %, X3) =1 1(1,0,1) +1 2,0,0) +1 5(1,3,0), | 1 +1 2 +1 5 =1}
Si tratta pertanto di proiettareil sistema

Xy = |1+2|2+|3
Xo = 3|3
X3 = |1
1 = |1+|2+|3
nello spazio delle variabili X, X, Xs. || Sistema si riscrive
X1 —|1—2|2—|3 SO — X1 +|1+2I2+|3 SO
Xo -3l 3 <0 - X +3l 3 <0
Xs—11 <0 — X3+ 14 <0
[ +1o+13 <1 e R T I < -1

Applichiamo ora il metodo di Fourier-Motzkin eliminando in successione le variabili | 1,1 3, | 2 (per motivi di
spazio |e tabelle non contengono le colonne nulle e le righe nulle o ridondanti):

X1t X2 X 11 1o I3 < X1 X2 X lo I3 < X1 X2 X Il < X1 X2 X <
1 0 o -1 -2 1|0 -1 O 1 2 1 0 3 1 3 6 0 3 -1 3|6
0 1 0 0 0 3|0 -1 O 0 1 0| -1 0 1 3 3 3 3 1 3 6
0 0 1 -1 O 0 0 1 0O -1 -2 1|0 -1 O 0 1 |-

-1 O 0 1 2 1 0 0 0O -1 -1 1|41 0O -1 3 3|3

o -1 O 0 0 3 0 1 0 0O -1 O 1 1 0 0O 1|1

0 0 -1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 3 -1 3 6|0

0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0O 3|0

0 O -1 1 -1 -1|-1 0O -1 O 0 3 0

Si puo quindi concludere cheil poliedro e individuato dall’ equazione

X +X+3x =6

6. Esisteunlimite?

Siano P(A, b), P(C, d) due paliedri di IR". Si formuli come programmazione lineare mista (cioé con variabili
sia reali che intere) il problema di stabilire se l'intersezione Q dei due poliedri € contenuta 0 no in una
(iper)scatola con centro nell’ origine e lato 2L.

Suggerimento: s tratta di capire se Q contiene punti X che hanno una componente x, con || > L: per ogni
componente si introducano allora una variabile binaria u, e una reale dy e si costruiscano due vincoli che
leghino traloro letre variabili.

max di+...+d,

AX < b

Cx <d questi vincoli richiedono xi Q

de < X+ 3Luk U

O < —Xc+3L(1—w) k=1,...,n
ud {0, 1}

L e sufficientemente grande da garantire che, al’ ottimo,
de = max{x, X% = [Xd

Infatti se ux = 1 il primo vincolo della graffa pone a dix una limitazione superiore di 3L + X, e all’ ottimo,
dovendo massimizzare, si scegliera dq = — % < 3L + X Se viceversa u, = 0 sara il secondo vincolo a porre
come limitazione 3L — X, € in questo caso si scegliera di = X < 3L — X Il primo caso converra se X < 0, il
secondo se X« > 0. Una voltarisolto il problemasi trattadi vedere se la soluzione ottima contiene o0 no un dy >
L.
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