RICERCA OPERATIVA GRUPPO A
prova scritta del 15 febbraio 2007

Rispondere alla seguente domanda marcando a penna la lettera corrispondente alla risposta ritenuta
corretta (una solatraquéeleriportate). Larisposta esatta vale 3 punti, quella shagliata vale —1 punto.

1. Un grafo non orientato G = (V, E) si dice hamitoniano se contieneun cicloH = (V, F), Fi E, chetocca
tutti i vertici (ciclo hamiltoniano): in altri termini, G € costituito da un ciclo hamiltoniano al quale sono
aggiunti archi trasversali, detti corde (vedi figura).

D’dtraparte un grafo G s dice planare se € possibile disegnarlo nd piano euclideo in modo che nessuna

coppiadi archi s intersechi in un punto: intal caso si dice che G ammette un disegno planare. Dato ora

un qualsiasi disegno di G con le corde interne a circuito hamiltoniano (tae disegno, come quello di

figura, non & quindi necessariamente planare) si consideri il grafo G’ = (E—F, A), doveab1 Aseesolo

segli archi aeb si intersecano in un punto. AlloraG é planare se e solo se G’

(A) éhamiltoniano

(B) éplanare

(C) non contiene cicli dispari
G’ non contiene cidi dispari se e solo se € bipartito, ed € bipartito se e solo E — F pud essere
partizionato in due insiemi stabili S, T. Se cio accade, le corde in S (le corde in T) non si
intersecano tra di loro, e quindi possono essere disposte al’esterno (all’interno) de circuito
hamiltoniano, ottenendo cosi un disegno planare. Viceversa supponiamo che G ammetta un
disegno planare, e siano rispettivamente Se T gli insiemi di corde che in tale disegno giacciono
all’esterno e dl’interno del circuito hamiltoniano. Siccome il disegno € planare, le corde di S non
si intersecano tra di loro, e tale proprieta evidentemente si conserva anche se si dispongono le
corde di Stutte dl’interno del circuito. D’ altra parte, neppure le corde di T si intersecano tra di
loro: dunqueil grafo G' = (SET, A) & bipartito.

(D) éprivodi cidli

Rispondere alle seguenti domande marcando a penna la lettera corrispondente alla risposta ritenuta
corretta (una solatraquéeleriportate). Unarisposta esatta vale 3 punti, una sbagliata vale —1 punto.

2. lvettori di IR*(2,0,%4), (2,2, 1) e(0, 3, 1)
(A) sono linearmente ma non affinemente indi pendenti
(B) sono affinemente ma non linearmente i ndipendenti. Infatti combinandoli con coefficienti 1, -1, %/
si ottieneil vettore nullo: lasommadei coefficienti tuttavia e diversadaO.
(C) non sono né affinemente né linearmente i ndipendenti

3. lvettori b; = (3,1, 4), b, =(0, 2, 0), bs=(1, 3, —1) formano una base per IR®. Sostituendo x = (2,-2,5) a
(A) by oppureb,
(B) bz oppurebs
(C) by oppure bz
si ottiene ancora una base per IR®.
Infatti X si esprime come combinazione lineare di by, by, bs, mail coefficiente di b, € 0. Quindi per il
teorema di sostituzione x non pud sostituire b, in una base di IR,
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Risolvereil seguente esercizio. La soluzione vienevalutata finoa 6 punti.

4. LaCOOPssgitu

Una grande societa di distribuzione di generi alimentari vuole inaugurare m supermercati in altrettante
cittadi una determinata regione, e deve predisporneil supporto logistico aprendo contemporaneamente p
magazzini intermedi di smistamento. Dopo un’'accurata analis sono state sdezionate n > p locdita
candidate per I'apertura di questi magazzini. Sia d; la distanza della localita i dalla citta j sede di un
supermercato. Evidentemente, il generico supermercato si rifornira dal magazzino piu vicino tra tutti
quelli aperti. Si vuole alora scegliere le p localita dove aprire i magazzini in modo da minimizzare la
distanza che separa la coppia supermercato-magazzino piu lontana. Formulare il problema come
programmazione lineare 0-1 (suggerimento: si usino variabili di scelta della localita e di assegnamento
dd supermercato alalocalita).

Il problema, noto come p-centro, pud essere formulato assod ando
aciascuna localita i una variabile x 1 {0, 1}, che assume valore 1 se e solo se lalocalita viene
scdta come sede di un magazzino intermedio
aciascuna coppia (i, j) di localita-supermercato unavariabilex; T {0, 1}, che assume vaore 1 se
esolosex =1 eil magazzino postoini serveil supermercato postoinj.

Per come sono definite e x;;, deve ovviamente valereil vincolo

Xj < % per ogni localitai e supermercato j
Poiché dascun supermercato si rifornisce da un sol 0 magazzino, deve poi aversi
S X =1 per ogni supermercato j

Ladistanza del supermercato j dal magazzino prescelto per il rifornimento & data da

d = S dijx; per ogni supermercato j
eladistanza massima del supermercati dai magazzini prescdti verifica
d > d per ogni supermercato j

Il problemasi scrive quindi

min d
d> S dpx; "j
Sxij =1 "]
Xj < X L
)(H)qjl {0’ 1} "iaj

Risolvereil seguente esercizio. La soluzione vienevalutata fino a 5 punti.

5. LacopertadiLinus

Formulare il problema di coprire i vertici del grafo di figura con un insieme di archi che abbia peso
minimo, dove il peso ddl’arco ij € fornito dalla seguente tabdla. Qual e soluzione ottima si otterrebbe
con guesta formulazione se invece di minimizzare si massimizzasse? Quali vincoli occorre aggiungere
per garantire che la soluzione ottima sia minimal €?
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Detta x;; una variabile binariapari a 1 se e solo sel’arco ij appartiene al’insieme prescelto, il problema
si formula

min  2Xg2 + 4%X35 + 6Xo3 + 3Xo5 + 6Xaa + 2X47 + Xs6 + SXe7
X2 + Xi5
X2 + Xo3 + Xo5
Xo3 + X34
Xaa + X47
Xi5 + Xo5 + Xs6
Xs6 T Xe7
Xa7 + Xe7 1
% T {0, 1} per ogni ijl E

IVIVIVIVIVIVIV
PRRRE R R

Seinvece di minimizzare si volesse massimizzare si otterrebbe banal mente una soluzione identicamente
pari a 1, corrispondente all’intero insieme E. Per garantire che la soluzione ottima de problema sia
minimale non occorre aggiungere vincoli. Infatti i pesi degli archi sono positivi: se percio la soluzione
ottima fosse non minimal e sarebbe possibile ridurneil peso eiminando uno del suoi archi.
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