RICERCA OPERATIVA
prova scritta dell’8 maggio 2012
GRUPPO A

1. Dato l’insieme A = {(3, 1), (–6, –2), (1, 1/3)}, determinare un suo sottoinsieme linearmente indipendente di cardinalità massima. 
Tutte le sottomatrici di ordine 2 formate dai vettori di A sono singolari. Quindi il più grande sottoinsieme di A che sia linearmente dipendente ha cardinalità 1 ed è formato da uno qualsiasi degli elementi di A.
2. Stabilire, usando il metodo di Fourier-Motzkin, se esistono valori di a per cui l’insieme ammissibile del seguente problema di PL è vuoto:

min
3x1 + 2x2 

2a x1 + a x2 
>  2

2x1 + 2x2
>  3

  x1 + x2

>  1


  x1,  x2  
>  0
Il problema si risolve eliminando entrambe le variabili del poliedro che definisce la regione ammissibile: l’operazione, fatta attraverso combinazioni coniche delle righe del poliedro dato, fornisce un poliedro implicato. Se a > 0 il poliedro implicato coincide con IR2. Se a = 0 la prima disequazione si scrive 0x1 + 0x2 > 2 e chiaramente non ammette soluzione. Se infine a < 0 la proiezione avviene come segue (si ricordi che –a > 0): 
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Si vede immediatamente che l’ultima riga della tabella finale corrisponde a una disequazione priva di soluzione. 
3. Si consideri il problema di programmazione lineare:
max 
2x1 – 3x2 + x4



  x1 – 2x3 + x4 
= 1




  x2 + 4x3 +3x4 
= 6



  x1, x2, x3, x4 
> 0
Dimostrare o confutare la seguente affermazione: x = (–1, 0, 0, 2) è una soluzione di base.
Il vettore x è in effetti soluzione del sistema di equazioni ma non verifica le clausole di non negatività: quindi non è ammissibile per il problema dato. Le variabili non nulle identificano nella matrice dei coefficienti due colonne che formano una sottomatrice quadrata non singolare. Quindi x è soluzione di base, seppure non ammissibile. 
4.
Divide et impera. Un’azienda vuole suddividere un certo budget su m attività, l’esito di ciascuna delle quali si misura su due dimensioni: il ritorno economico e il numero di clienti soddisfatti. Siano questi due dati pari a ri e ni per ciascuna attività i. Supponendo che la probabilità pi di ottenere un ritorno economico pari a ri (di soddisfare un numero di clienti pari a ni) sia proporzionale alla frazione di budget assegnato all’attività i, formulare come programmazione lineare il problema di massimizzare il valore atteso del ritorno economico con il vincolo che il valore atteso del numero di clienti soddisfatti sia almeno pari a N. Risolvere il problema con il metodo del simplesso nell’ipotesi 

m = 4

N = 40
 
r = (20, 12, 16, 15)

n = (20, 40, 50, 60)

Il problema si formula 
max
r1 p1 + … + rm pm 



n1 p1 + … + nm pm  
> N 



    p1 + … + pm  
= 1 



    p1, …, pm  
> 0
In particolare: 
max
20 p1 + 12 p2 + 16 p3 + 15 p4 



2 p1 + 4 p2 + 5 p3 + 6 p4  
> 4 



   p1 + p2 + p3 + p4  
= 1 



   p1, …, p4  
> 0

Per risolverlo col metodo del simplesso occorre anzitutto portarlo in forma standard aggiungendo una variabile di surplus y: 
max
20 p1 + 12 p2 + 16 p3 + 15 p4 



2 p1 + 4 p2 + 5 p3 + 6 p4 – y 
= 4 



   p1 + p2 + p3 + p4  
= 1 



   p1, …, p4, y  
> 0

Sottraendo dalla prima riga la seconda moltiplicata per 2 il sistema di equazioni si riscrive: 


       2 p2 + 3 p3 + 4 p4 – y 
= 2 



   p1 + p2 + p3 + p4  
= 1 

Moltiplicando ora la seconda riga per 4 e sottraendole la prima si ha: 



       2 p2 + 3 p3 + 4 p4 – y 
= 2 



  4 p1 + 2p2 + p3 + y  
= 2

Dividendo infine per 4 entrambe le righe si ottiene il sistema in forma canonica:



          ½ p2 + ¾ p3 +  p4 – ¼ y 
= 2 



  p1 + ½ p2 + ¼ p3         + ¼ y  
= ½ 

Questo sistema ammette la soluzione di base p1 = p4 = ½, p2 = p3 = 0, che è ammissibile. Calcoliamo i coefficienti di costo ridotto associati. Per far ciò basta portare a primo membro i termini noti di entrambe le equazioni, moltiplicare i primi membri per –15 e –20 e sommarli alla funzione obiettivo. Si ricava 

f(p1, …, p4) 
=  20 p1 + 12 p2 + 16 p3 + 15 p4 – 20p1 – 35/2 p2 – 65/4 p3 – 15p4 – 5/4 y + 40  =


=  40 – 11/2 p2 – ¼ p3  

Poiché entrambi i costi ridotti sono negativi, la soluzione di base trovata è ottima. 

RICERCA OPERATIVA
prova scritta dell’8 maggio 2012
GRUPPO B
Cognome:   |__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|
Nome:         |__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|__|
Matricola:  |__|__|__|__|__|__|
1. Dato l’insieme A = {(2, 0), (–1, 3), (–1, 1/3)}, determinare un suo sottoinsieme linearmente indipendente di cardinalità massima. 

2. Stabilire, usando il metodo di Fourier-Motzkin, se esistono valori di a per cui l’insieme ammissibile del seguente problema di PL è non vuoto:
min
3x1 + 2x2 

2a x1 + a x2 
>  2

2x1 + 2x2
>  3

  x1 + x2

>  1

  x1,  x2  
>  0
3. Si consideri il problema di programmazione lineare:
max 
2x1 – 3x2 + x4



  x1 + 3x3 + x4 
= 2



  x1 + 4x2 +3x4 
= 6




  x1, x2, x3, x4 
> 0
Dimostrare o confutare la seguente affermazione: x = (1, 1, 1/3, 0) è una soluzione di base ammissibile.

4.
La guerra dei mondi. Gli alieni che hanno attaccato la Terra provengono dal pianeta Tralfamadore. La probabilità che i nostri m obiettivi sensibili (sostanzialmente banche) siano colpiti dai loro missili dipende dalla difesa che si può predisporre. In particolare, la probabilità relativa all’obiettivo i può essere ridotta disponendo in sua difesa ni missili antimissile. Le Autorità dispongono in tutto di un certo numero di missili: se li assegnano tutti a un medesimo obiettivo, questo sarà al sicuro; d’altro canto, un obiettivo al quale non sia assegnato nessun missile sarà completamente distrutto. In generale, assumiamo la probabilità che un obiettivo non sia colpito pari alla frazione di missili associata. Siano $i il valore dell’obiettivo i e ui il numero di umani che vi lavorano. Formulare come programmazione lineare il problema di suddividere i missili tra gli obiettivi minimizzando il valore atteso del danno economico e facendo in modo che quello delle vite salvate sia almeno pari a U. Risolvere il problema con il metodo del simplesso nell’ipotesi 
m = 4

U = 40
 
$ = (20, 12, 16, 15)

u = (20, 40, 50, 60)

