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Il cammino piu breve
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Il cammino piu breve

* Trovandovi insvolete raggiungere il punto
Qual e la strada piu breve?




Il cammino piu breve

« Associando a ogni araey del grafo un pesg,, pari alla
distanza tra | suoi estremi, si tratta di trovame u
(s, t)-cammino di peso minimo

Cos’e un §, t)-cammino?




Il cammino piu breve

Per ogniX O E, il peso diX e c(X) =2 ,,0x Cuy
[={X0E: Xeun §, t)-cammino}

Problema di % MiMxo C(X)
ottimizzazion ’
combinatoria @ @ @ 4 5




Il cammino piu sicuro

Se la citta pullula di delinquenti, e tuttavia
meglio cercare di minimizzare la probabilita
di incontrarli




Il cammino piu sicuro

Siap,, la probabilita dinon incontrare delinquenti lungo il tratto.

Se le probabilita associate ad archi diversi sodpendentila
probabilita di non incontrarne lungwy evw e p,, P,
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Il cammino piu sicuro

Per ogniX O E, il peso diX e p(X) =M 4% Puy
mMaXn P(X)

La probabilita di non incontrare delinquenti lungoammino verde

Ps1°P1,3 P34 Pas5 Ps10P1011 P11,6 Pe g Ps 17 P17.18 P1s 217 P21t



Il cammino piu sicuro

Per ogniX O E, il peso diX e p(X) =M 4% Puy
mMaXn P(X)
0

max log[p(X)]

= maxq log[M,,qx Py
= MaXq Zu\/mx log(puv)
= minxmg ZUVDX [_Iog(puv)]

Ponenda,, = —log(p,) >0
ci si riconduce al problema di trovare
un (s, t)-camminoX di pesoc(X) minimo



Formulazione come PL 0-1

Siax,, {0, 1} con il seguente significato:
X, =1 = uv U al camminaX cercato
X, =0 = uv L1 al camminaX cercato
Il peso diX si scrive dungue

CX = ZUVDE Cuvxuv

Osserviamo ora il comportamento dell’'espressione

Zu:uvDE Xov — Zu:quIE X

al variare dv1V




Formulazione come PL 0-1

Perv =svi e un solo arco dP che esce dal nodo
Zu:uvDE Xuv - Zu:vu[IE Xvu - _Zu:suDEXsu = -1

Perv =t vi & un solo arco d? che entra nel nodo
Zu:uvDE Xwv — Zu:quIE X = Zu:utDE X = 1




Formulazione come PL 0-1

Perv#st sevlJW vi sono esattamente un arco uscente e
uno entrante nel nodo
Zu:uvDE Xuv - Zu:quIEXvu = 1-1 =0

sev[JW nessun arco entra o esce dal nodo
Zu:uvDE X — Zu:quE X = 0-0 =0




Formulazione come PL 0-1

In definitiva, ognix [0 {0, 1}El che sia vettore caratteristico di utj-
cammino dovra verificare le condizioni

Zu:uv[IE X — Zu:quE Xu — -1 PEN =S
(1) Zu:quIE Xuv _ Zu:quE Xvu = +1 pelv =1
Zu:quIE Xy — Zu:quE Xu — 0 per # s, t

Viceversa, non e detto che tutti i gll] {0, 1} che verificano le condizioni
(1) siano vettori caratteristici ds,(t)-cammini

Invla (1) e soddisfatta ma
gli archi blu non
formano un cammino
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cammino dovra verificare le condizioni
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formano un cammino




Formulazione come PL 0-1

Per capire com’e fatto I'insieme dei vettori 0-1 cloeldisfano le condizioni

Zu:quIE Xv — Zu:quE Xu ~ -1 PEN =S
(1) Zu:quIE Xuv _ Zu:quE Xvu = +l pelv =1

Zu:quIE Xuv _ Zu:quE Xvu = O pEIV 7 S, t
osserviamo che in forma matriciale queste si riscrivono

GX = g —¢ X € dunque la distribuzione

di unflusso unitario con
divergenzdl in s,

cioe

div(x) =e,—¢

-1 int, e O altrove

Poiché pero uneircolazione unitaria
X' ha divergenza nulla,

X + X’ € ancora soluzione
del problema




Formulazione come PL 0-1

In conclusione, le soluzioni del problema
(P) min  cX
GX = 6 —¢,
0 < X < 1, Intero
sonodistribuzioni di flusso Come possiamo garantire che

unitario con sorgente i corrispondano a degli
e pozzo irt (s, t)-camminp?

1) Richiedendo ch& siaprivo di circuitl. in questo caso
G non ammette circolazioni, oppure

2) Richiedendo che,, sia >0 per ogniuv [ E: in questo caso
sex + x' e ammissibile e ottima coxi circolazione, allora

X € ammissibile €x < ¢(x + X)
dunquex e ammissibile e ottima



Formulazione come PL

Se dunque si ha,, > 0 per ognuv LI E, osservando che la
matriceG etotalmente unimodulare che il vettores, — e, e
Interg, si conclude che i vertici del rilassamento lireedr (P)
sono tutti acomponenti interedunque una soluzione ottima di
base di
(Pr) min cX

GXx = g—¢€,

O0<x<1
corrispondea un §, t)-cammino di peso minimo

E sec;é 0
e G contiene circuiti?
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Esempio
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Costo della soluzionex = 91+51+ 121+ 141+ 12¥%+
+8Ya+ 4Y4+ 323+ 51 = 75
Eliminando lacircolazionesugli archi 23, 34, 42

flusso unitario

91



Esempio

flusso unitario
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Un flusso unitario sutammino 17costa 32, mentre sghmmino
13, 35, 5/costa 12 + 8 + 4 = 24.

Spostando il flusso del primo cammirig)(sul secondo



Esempio
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Esempio
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flusso unitario
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Esercizio 1 Consideriamo il rilassamento
min CX
Gx=e-¢,
X >0

nel quale si e rimosso il vincolo< 1. Supponenda > 0, esistono
soluzioni ammissibili che assegnano flusso > 1 a qaacto?
Puo accadere che nessuna soluzione ottima rappresdstt)-cammino?



Risoluzione come PL

Per risolvere Il problema delg(t)-cammino minimo,
oltre al noto

— metodo di Dijkstra
possiamo dungue ricorrere a un qualsiasi metodo di
programmazione lineajad esempio

— al metodo del simplesso

— almetodo primale-duale

Vediamo cosa comporta lI'applicazione del secondo
metodo




Applicazione del Primale-Duale

Siano datG = (V,E) es, tdVcon V| =n, [E| =m
Adottiamo per il problema primale la formulazionarstard
(P) min CX
GX = e —¢,
X >0 (vedi )

AVART

Poicheé la matric& ha ranga — 1 si puo rimuovere una riga, ad esempio
guella corrispondente al nodoDettaG’ la matrice risultante, P si riscrive

(P) min CX
G'X = g
X >0
e il duale e
(D) max  yg =Y,

yG < c



Applicazione del Primale-Duale
min - Xy + 13X, + X5 + DKoz + LAXy + Xg; + 10Xy,
; 14 ! X3~ Xppt X3 = 0
10 Xo T Xp—Xo3— X%y = 0
Xopg— X3y —Xg = 0
X+ X = 1 X, > 0 UuvUE

Poiché la matric& ha rangam — 1 si puo rimuovere una riga, ad esempio
guella corrispondente al nodoDettaG’ la matrice risultante, P si riscrive
(P) min CX
G'Xx = g
x>0

e il duale e
(D) max  yeg =Yy,
yG' < ¢ cony = (Yy, Yo, ---» Yy)



Applicazione del Primale-Duale
min - 9Xg + 1Xg + 22X, + Dy + 14K, + X5y + 105
; 14 ! X~ Xt %= 0
10 XoF Xpp—Xp3—=Xy = 0
Xg3—X31 =X = O
Xyt Xg = 1 X, > 0 UuvlLIE

In dettaglio il duale si scrive
(D) max vy,
Y,—VY, < C, LuvUIE
dove si assumg =0



Applicazione del Primale-Duale

/@~ 14»’ max v,

;< 9, y, < 13 Yo=Y, < 2

10 yi—Ys <1 Y3—=Y, <9 y.—Y, <14
@ Ve~ Y5 <10

In dettaglio il duale si scrive
(D) max

Yo=Y, < Cy, HuvUE
dove si assumg =0

Osserviamo che sicconeg, > 0, y,° = 0 JulV e una soluzionemmissibile

A partire da questa costruiamo gli insiemy,,

{UVD E: yvo _yuo = Cuv}
NO

{UVDE: yvo _yuo < Cuv}



Applicazione del Primale-Duale

Rl
\@5@ |

In dettaglio il duale si scrive
(D) max

Yv—Yu < Cuv HuvlE

11
m O

dove si assumg =0

Osserviamo che sicconeg, > 0, y,° = 0 JulV e una soluzionemmissibile

A partire da questa costruiamo gli insiem¢, = {uvLE:y,° —Y,° = C,}

NO = {UVDE: yvo _yuo < Cuv}



Applicazione del Primale-Duale

01
»@~ 14
= DR,) max Y,
i 10 NO = E y, < 1 OullV-—{s}
\é& =1
Scriviamo ora il duale ridotto associatg‘a
(DR,) max Y,
y, <1 LullV — {s}

Yo~Yy <0 Owiz

Sela soluzione ottimg” di DR, ha valore ({cioésey, = 0), alloray® & ottima

Altrimenti (cioesey,” > 0) occorre alterarg® di un termined’y



Applicazione del Primale-Duale

01
»@~ 147
DR,) max Y,
i 10 NO y, < 1 OullV-—{s}

V=1

m

c,—YG Cow—VY, TV,
Si ha®" = min,,, { yé =} = min,o,{ ”Vy *yiy*y“ }
uv \Y u
doveJ,={uvlI N, vy, —vy, >0}, esiccome pawv [N, sihay, —y, =1
0 0" Jv u 0 vV u

0" = minJVDJO{ Cov — yvo i yuo}

Se la soluzione ottim@ di DR, ha valore 0 (cioé sg¢" = 0), alloray® & ottima
Altrimenti (cioe sey,” > 0) occorre alterarg® di un termined’y



Applicazione del Primale-Duale

=0  0=mn9-0+0,13-0+0=9
10 Ny, = E
Ny heEe peyey
91 91
c,—YG Cow—VY, TV,
Sihad" = minquIJo{ = *_é =} = mirhvmo{ w7
y uv

yv* _yu* }
doveJ, = {uv N, vy, —vy, >0}, esiccome pawv N, sihay, -y, =1

0" = minJVDJO{ Cov — yvo i yuo}

Se la soluzione ottim@ di DR, ha valore 0 (cioé sg¢" = 0), alloray® é ottima.
Altrimenti (cioe sey,” > 0) occorre alterarg® di un termined’y".



Applicazione del Primale-Duale
91
\ 91
00 1;/2'@:14:0’ ilo
¥ . JOO {s1, 2}
N,

Osserviamo che I'insiem¥ contiene tutti gli archuv di G diretti da nodi con
potenzialey,” = O a nodi con potenzialg™ = 1.
In altri termini:
Il vettorey* del potenziali ridotti dividd/ in due insiemi di nodi:
S = nodi a potenziale ridotto O
T = nodi a potenziale ridotto 1

e l'insiemeJ, e formato daglarchi del tagliolarchi blu) associato a questa
partizione che sondiretti daSaT.



Applicazione del Primale-Duale
/'@‘14 91

7 {s1} DR;,) max Y,

10 N1 E—{sl} y, < 1 OullV-—{s}
‘é% Y et

A partire dalla nuova soluziong si costruiscono i due insiemi
Z, = {wlE Yy, ' -y = C, archi diJ, in corrispondenza ai
| N, = {wlE Y -y, < quali si & calcolat®’
e il duale ridotto

(DR) max Vi
y, <1 HudV — {s}
y,—Y, <0 HuvZ,

Poi si procede al calcolo di una soluzione ottyimper DR.

—




Applicazione del Primale-Duale

00 \3/@“14*’91 ,
5@10 N,

J1

{s1} DR;,) max Y,
E—{sl} y, < 1 OullV-—{s}
{32’ 12} yt* =1 Y1 Y= 0

Osserviamo chee un nodw e raggiungibile da attraverso un arco di,,
il suo potenziale ridottg,” non potra superare 0

Percio una soluzione ottima di D&vra valorey,” = 1fin tanto che il noda
non sara raggiungibile deusando archi dz,.

La nuova partizion&, T di V individua il nuovo taglial;.

Di qui si procede per il calcolo @ = min,q,{c, =Y, +V,'}



Applicazione del Primale-Duale

111

11
00 \53/';Q~ 14*’L
Z, = {sl} 6= min{13-9+0,2-9+0}=2
10 N, = E—{sl}
% J, = {2, 12} y2=yl+ 2y

111

Osserviamo chee un nodw e raggiungibile da attraverso un arco di,,
il suo potenziale ridottg,” non potra superare 0

Percio una soluzione ottima di D&vra valorey,” = 1fin tanto che il noda
non sara raggiungibile deusando archi dz,.

La nuova partizion&, T di V individua il nuovo taglial;.
Di qui si procede per il calcolo @i = min,q,{c, -V, + Y.}

Notiamo che il potenzialg ! dei nodi diS(cioe dei nodi a potenziale ridotto 0)
non viene alteratdQuesto potenziale rappresenta la distanza midimaas.




Applicazione del Primale-Duale

110 <o =
/QL 14 Z, = 181, 12} DR,) max Y,
\ N, = E—{sl, 12} y, < 1 0ubvV—{s}
J, = {23, 2} y,< v.= 0

2
\@’3@
0 =min{6-11+11,14-11+11} = 5

161
y¢=(0, 9,11, 11, 113 5-(0, 0, 0, 1, 1)



Applicazione del Primale-Duale

110 <=

/QL 144’ Z, = {sl, 12} = | DRy max y,
\ N, = E—{sl, 12} y, < 10uOv{s}
_ J, = {23, 2} Y1< ¥=0
\(éf A% Vo< %
161 0 =min{6-11+11,14-11+11} = 5

y3=(0,9, 11, 11, 11} 5:(0, 0, 0, 1, 1)
{sl, 12, 23} DR;) max Y,
E-{sl, 12, 23} y, < 10udv—{s}

110, Z,
”@— 14 "fs : N,
J; = {2t, 3t} Y1< ¥=0
9, Yo < Y1
\@ ¥

166 8 =min{14 —-16+ 11, 10 16+ 16} = 9
y*=(0, 9, 11, 16, 16} 5:(0, 0, 0, 1, 1)




Applicazione del Primale-Duale

A questo stadio della computazione si@a= {sl, 12, 23, 8.

Gli archi diZ, (blu a tratto grosso) individuano un albero dei cammini
minimi dal nodaos a tutti gli altri nodi diG.

In altri termini, il nodat € raggiungibile d& attraverso archi d4,,
per cui il duale ridott®dR,) max v,

y,< 1 LudV —{s}
Y1§ ys: O

50 yzf Y1

”@— 14"’2 Vi< Y
Vi< Yo

\E é >t/ obbliga a porre,” = 0.

160 Il metodo primale-duale si arresta e la
soluzione correntg* e ottima




Considerazioni riepilogative

Il metodo primale-duale applicato al problema ds|k)-cammino
minimo si comporta sostanzialmente simulando us@dne di un
modello fisico inestensibile del grafo operata aadirs et

0 6 12 18 24 30

Inizialmente si dispongono | nodi @isu una linea a potenziale O



Considerazioni riepilogative
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0 6 12 18 24 30

Successivamente si estende il grafo portando i acliBtanz®"



Considerazioni riepilogative

Il metodo primale-duale applicato al problema ds|k)-cammino
minimo si comporta sostanzialmente simulando us@dne di un
modello fisico inestensibile del grafo operata aadirs et

0 6 9 12 18 24 30
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Successivamente si estende il grafo portando i aciiBtanz®"



Considerazioni riepilogative
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Considerazioni riepilogative

Il metodo primale-duale applicato al problema ds|k)-cammino
minimo si comporta sostanzialmente simulando us@dne di un
modello fisico inestensibile del grafo operata aadirs et

0 6 9 1112 16 18 24 30
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Successivamente si estende il grafo portando i aciiBtanz®"



Considerazioni riepilogative

Il metodo primale-duale applicato al problema ds|k)-cammino
minimo si comporta sostanzialmente simulando us@dne di un
modello fisico inestensibile del grafo operata aadirs et

0 6 9 1112 16 18 2425 30

Successivamente si estende il grafo portando i aciiBtanz®"




Considerazioni riepilogative

Il metodo primale-duale applicato al problema ds|k)-cammino
minimo si comporta sostanzialmente simulando us@dne di un
modello fisico inestensibile del grafo operata aadirs et

0 6 9 1112 16 18 2425 30

Esercizio ZConfrontare il metodo primale-duale con quell®dkstra




