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Divide et Impera

Sia
Z'=max{dx:xe S} (1)
un problema di OC difficile da risolvere

Domanda

Voglio decomporre il problema (1) in una collezione di
problemi tali che

Ogni nuovo problema sia facile da risolvere

Le informazioni che ottengo risolvendo la collezione
di problemi mi indicano la sol. ottima di (1)



Un semplice teoremino

Sia §=5 U S u.. U S, una decomposizione della
regione ammissibile S'in kinsiemi

Teorema
Se Z/=max {Cx: xe S} allora z¥ = max, 2

Attenzione

Non ho richiesto che S;n S; = &, ovvero che la
decomposizione sia una partizione, ma non ho
escluso che possa essere una partizione!



Un esempio

Consideriamo S = {0,1}3




N

Attenzione...

Stiamo semplicemente enumerando TUTTI gli
insiemi ammissibili!!!!

Per un problema di OC conosciamo bound

“primali” e “duali”
Domanda

Possiamo utilizzare questi bound per enumerare
in modo piu efficace?




Altro teoremino

Sia §=5 U S u.. U S, una decomposizione della
regione ammissibile S'in & insiemi.

Sia Z=max{cx: xe S

Se ZX g € Z,g sono rispettivamente un lower e un upper
bound per z

Allora
Zg = Max, 24,z € un upper bound per Z*
Zg = Max, Zz e un lower bound per Z



N

Potatura per ottimalita




N

Potatura per bound




N

Potatura per inammissibilita




Nessuna potatura

N

1UB= 37
Zleg=0




Ricapitolando...

Enumero un insieme di soluzioni “implicitamente”
perché “poto” rami dell’albero per:

Inammissibilita
Bound
Ottimalita

Indichiamo con £ la lista dei sottoproblemi e con 72, la
formulazione del sottoproblema S

L"algoritmo ha il seguente diagramma di flusso:



Branch-and-Bound

N

v

Inizializzazione
[=S AB= -
count = 0;

Caso 1: Inammissibilita
Se P.= J elimina S; per
inammissibilita, vai a Test

Caso 2: Bound

Se P+ J, sia z il valore della
soluzione ottima x|z del RL.

Se Z5 < Z£ elimina S; per bound,
vai a Test

Scegli un problema S;
dalla lista

Risolvi il Rilassamento
Lineare su 7,

Caso 3: Ottimalita

Se P+ J e la soluzione ottima x|;g
del RL ¢ intera, allora elimina S,

Se Zyg > ZP allora 25 =25 vai a Test

Individua una componente frazionaria
di x'Be ramifica S;aggiungendo ad L
5count+1 — 5/ M {Xk= 0}

5count+2 — 5/ M {Xk= 1}

count = count + 2




Esempio

Consideriamo il problema di knapsack

Max9x+15x5+8x+6x+5xx+4 X+ X
6. X +-11-%6-+-6 X+ 5+ 5 X+ 4 X+ X< 19---(1)
xe {0,1}/

La soluzione ottima del rilassamento lineare e

x%s=(1,1,1/3,0,0,0, 0) di valore 26.666 (UB)
Possiamo anche inizializzare il LB con la soluzione
ammissibile xX*6= (1, 1, 0, 0, 0, 0, 1) di valore 25

Osservazione
Poicheé la f.o. ha coefficienti interi, possiamo scrivere la condizione
di potatura per bound (caso 2) come | zi, | < zLB



Esempio

20,5= 26.66
x%5=(1,1,0.33,0,0,0,0)
Z1yg= 26.4 Q z18=125
xls=(1,1,0,04000) xB=(1,1,0,0,0,0,1)
zB=25
x'B=(1,1,0,0,0,0, 1) 72,5= 26.654
x2,5=(1,0.636,1,0,0,0,0)
zB =25
ZBUB= 26 Z4UB= 25.91 a x'B= (1, 1, 0, 0, 0, 0, 1)
x%g=(1,1,0,0,04,0,0) x%5=(1,0.727,0, 1,0, 0, 0) 26,,= 26
Z5=25 7'B=25 Xx8,3=(0.33, 1, 1,0,0,0, 0)
x'B=(1,1,0,0,0,0,1) XB=(1,10,0,0,0, 1) i
@ xB8=(1,1,0,0,0,0,1)
3) (@
Z7UB= 26 ZSUB= 25
x7=(1,1,0,0,0,0.5 0) x5,5=(1,0,1,1,0.4,0,0) Z10,= @
Z'5= 45 z18= 25 X1 =(1,1,1,0,0,0, 0)
x'%®=(1,1,0,0,0,0,1) N 28,5= 24.91 x®=(1,1,0,0,0,0,1) 1B = 25

x8=(1,1,0,0,0,0,1)

@

x8,5= (1, 0.727, 0, 0, 1, 0, 0)
z18=25
XLB: (ll 1/ OI 0I OI 0I 1)

(3

k- @. Z%g=25.4
X9UB = (0/ 1/ 1/ 041 OI 0/ 0)
LB —
iy i ZLB—215 1,0,0,0,0,1)
X]'IUB=(1, 1,0,0,0,0, 1) X12UB=(1,0.81,0,0,O, 1,0) X _(/ r Yy Y Y Y,
z'B=25 zB= 25

x®=(1,1,0,0,0,0, 1) x'8=(1,1,0,0,0,0,1) N.B. In rosso le variabili fissate



N
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Rafforzamento di formulazioni e algoritmo del
piano di taglio
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Rafforzamento di formulazioni

N

" Il problema di knapsack
max Sx; + 2x,
3x;+4x,<6

@ ha come rilassamento lineare

max Sx; + 2x,

3x;+4x,<6

Indichiamo con x| la soluzione ottima del rilassamento.




N

Separazione

L

Domanda

Possiamo individuare una disuguaglianza valida per
conv (F) che “separa” x|, da conv (F) ?




Minimal cover

Consideriamo l'insieme
X={&.  .ax<b xe{0,1}3

Definizione
Un insieme C c N e un coverse e solo se

Yi.ca >b.

Un cover € minimale se, comunque preso j e C,
I'insieme C \ {j} NON e un cover

Osservazione

Un cover ha associato un vettore caratteristico non
ammissibile per X



Disuguaglianze cover

Teorema
Se C < N e un cover, la disuguaglianza
Yieex< |Cl-1(9

e valida per conv (X).

Dimostrazione

Dimostriamo che se x® € {0,1}" non soddisfa il vincolo (*) allora x®
¢ X.

Se xRetaleche X, x> |C| -1, allora |[Rn C|= |C],

quindi C c R.

Pertanto:

R —
ZjeNa'jxj ZjeR ajZZJeCaJ>b

ovvero xRe¢ X. m



Esempio

Consideriamo il problema di knapsack

max 15x;, +9x,+8x+6x,+5x+4 x5+ X
11 x,+6x,+0x3+03x+Dx+4 x5+ x,<19
x e [0,1]7

X;p=(1,1,1/3,0,0,0, 0

Una disuguaglianza cover violata da x*, € la
disuguaglianza

X+ x, +x3<?2

Come si individua una disuguaglianza di tipo cover
violata da x';p?



Problema di separazione

Domanda

Dato un poliedro P, formulazione di un problema di
PL-{0,1}, esiste una disuguaglianza di tipo cover che
separa X' pda conv (X)?

Risposta

a) SI la disuguaglianza esiste e fornisce anche il cover
associato C

b) NO non esiste

Un algoritmo A che risponde (correttamente) alla
domanda con una delle due risposte possibili @) o b), si
chiama ORACOLO DI SEPARAZIONE



Oracolo di separazione

Riscriviamo la disuguaglianza

ij S‘C‘—l come Z(l_xj )21
jeC Jjec

La disuguaglianza e violata se e solo se
> (1-x,)<1

jeC
Definiamo il sequente problema di OC:

SEP = min - Z }— xzpj, C ¢ un cover del vincolo di knapsack }

L jeC

Un algoritmo per questo problema e un oracolo di
separazione



Difatti...

Sia Z'¢p il valore della soluzione ottima y gp di

min {Z (1- xzpj), C ¢ un cover del vincolo di knapsack }

jeC

Se Z'p < 1 esiste una dicover violata associata a /<

Se Z'sp > 1 NON esiste una disuguaglianza cover
violata



N

Formulazione del problema di separazione

Variabili decisionali
y; = 1 se l'indice j & nel cover
y; = 0 altrimenti

Funzione obiettivo

minZ(l - szj)yj
j=1
Vincoli
Zajyj >b+1
j=1

ye{0,1}"




Trasformazione ...

Ponendo w; = 1 - y; il problema di separazione diventa

n

min 2(1 - inPj) - Z(l - x;Pj)wj

j=1 j=1
st
— Zajwj > —Zaj +bhb+1
j=1 j=1
we {01}

OVVEIro ...



...un problema di knapsack

N

n
max Y (1 — xp,)w;
=1




Esempio

max 15x;, +9x,+8x3+6x,+5x+4 x5+ X,
11 x,+6x,+0x3+03x+Dx+4 x5+ x,<19
x-€-40,1}7

xp=(1,1,1/3,0,0,0, 0)

Problema di separazione
Ws + We + Wy

11w, +6w,+6w;+5Sw,+3Sws+4 wy+w, <
38-19-1=18

we {0,1\7



Separazione

N

L

Problema di separazione

max 2/3 w; + w,+ ws+ wy + wy

llw,+6w, +6wW; +5w, +Sws+4 w;+ w, <
18

w € {0,1}7

Soluzione ottima
w*=(0,0,0,1,1,1, 1) divalore 4

Riportiamola nello spazio delle y:

y*=(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0) di valore 2/3, ovvero < 1




Pertanto...

1. Il valore di z'szp € < 1, Ovvero esiste una
disuguaglianza cover violata

2. La disuguaglianza € scritta in corrispondenza agli
indici che hanno valore 1 in y’, ovvero

y*=(1,1, 1,0, 0, 0, 0) corrisponde a x; + x, + x;3 < 2



Ricapitolando

Algoritmo del piano di taglio (CUT)

Dato il rilassamento lineare di un problema di knapsack

Calcola la soluzione ottima x'; ;

Se x';p €10, 1}*STOP altrimenti vai a 3.
Definisci il problema di separazione
Risolvo il problema di separazione

Se esiste una disuguaglianza cover violata la
aggiungo alla formulazione corrente e torno al
punto 1, altrimenti STOP



Osservazioni

N

J u [ ] n \ u

L"algoritmo del piano di taglio puo arrestarsi senza aver
trovato la soluzione ottima intera. Che cosa si fa in
questo caso?

Algoritmo di Cut-and-branch

Il problema di separazione € un problema di knapsack

avente la stessa dimensione del problema originario.

Perché non risolvere all'ottimo direttamente il problema
originario?

Cosa succede se si risolve euristicamente il problema di
separazione?




Cut-and-branch

v

N

Inizializzazione

Zt8= - ; count = 0;
Calcola P, formulazione
di S, applicando CUT

L=P

Caso 1: Inammissibilita
Se P.= J elimina S; per
inammissibilita, vai a Test

Caso 2: Bound

Se P+ J, sia z il valore della
soluzione ottima x|z del RL.

Se Z5 < Z£ elimina S; per bound,
vai a Test

Scegli un problema S;
dalla lista

Risolvi il Rilassamento
Lineare su 7,

Caso 3: Ottimalita

Se P+ J e la soluzione ottima x|;g
del RL ¢ intera, allora elimina S,

Se Zyg > ZP allora 25 =25 vai a Test

Individua una componente frazionaria
di x'Be ramifica S;aggiungendo ad L
5count+1 — 5/ M {Xk= 0}

5count+2 — 5/ M {Xk= 1}

count = count + 2




