Flusso a costo minimo

Consideriamo un grafo G=(N, A), con capacita u;20
sugli archi. Il problema:

min > c;X;
(i-))<A
s.t.
D> xi— D> x;=b@i) VvieN
(LD)es () (<o ()

0<x; <u; V(I J)e A

si dice problema di flusso a costo minimo.
Assumiamo c;> 0 e b(N) = 0.
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Osservazioni

Osservazione 1

Supponiamo che le capacita sugli archi abbiano
valore infinito e che esistano un nodo s e un
nodo ttali che:

b(s) =1
b(t) = -1

Se b(i) = 0 perogni ieV, i # s, t, il problema di
flusso a costo minimo diventa il problema del
cammino minimoda sat
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Osservazioni

Osservazione 2
Supponiamo che
1. b() = O per ogni i €N;

2. ¢; = 0 per ogni arco (i, j) €V.

Scegliamo 2 nodi di G, s e te aggiungiamo
I'arco (t, s) di capacita infinita e costo ¢, = -1
Il problema di flusso a costo minimo diventa il
problema di determinare il massimo flusso da
sact
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Condizioni di ottimalita

Associamo ad ogni vincolo di conservazione una
variabile y; e ad ogni vincolo di capacita una variabile

Zij

min ) c;X;

(i:))=A
s.t.
Vit D X;— Y. X;=b@) VieN
(L)eo* () (i) (i)
Z; I =X 2
X; 20

v(i, j) e A
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Problema duale

Mmax Zb(i)yi ) Z uij Zij

ieN (i,))eA

S.1.

Yi =Y~ % =G V(i ) e A

v(i, ) € A

Si definisce costo ridotto la quantita:

C; =Ci—VYitYV,
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Condizioni di ottimalita

Supponiamo che tutte le capacita siano infinite. Cio
significa che nel problema D non compaiono le
variabili z. Pertanto, una soluzione ammissibile y
per D ha la proprieta di avere

C; 2Y;—Y; cheimplica C;=0

Se u; # +oo, una soluzione ammissibile (y, z) di D ha
la proprieta

ma si ha anche
2; 20

In conclusione,  z;; = maX{O,—Cij}
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Condizioni di complementarita

= Cj=—Z; = max{o’_c_:ij }:> C; <0

z; >0=x; =U;
Pertanto, se C; <0=Xx; =u;

Inoltre, C; >0=x;=0

Abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema:
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Condizioni di complementarita

Teorema (condizioni di ottimalita per il min cost flow)

Una soluzione x ammissibile per P e ottima se e solo se
esiste un vettore ye RI¥! tale che, per ogni (i, j) € A
soddisfa le seguenti condizioni:

Sec; =¢; —y; +Y; <0allorax; =u; (seu; #+x)
Se 0<x; <u; allorac; =0

Sec; >0allorax; =0
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Percorsi, cammini e cicli (richiami)

Sia G = (IV,A) un grafo orientato:

Un percorso in G € una sequenza v,, a,, U, Q,,..., Q;, U, iN cui ogni
v; € un nodo, ogni a; e un arco e, perogni 0 < i< k, a; = (v, V)
oppure a; = (v,v; )

Un percorso v,, a,, v;, a,,..., ;, Uy, in G € detto orientato se, per
ogni 0<i<k, a;,= (v.4,V)

Un percorso (orientato) senza ripetizione di nodi € detto cammino
(orientato)

Il sottografo composto dal cammino v,, a,, v, a,,..., a, U €
dall'arco (v,, v,) oppure (v,, v,) € detto ciclo

Il sottografo composto dal cammino orientato v,, a,, v,, a,,..., a;,
v, e dall'arco (v, v,) € detto ciclo orientato
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Problema di cammino minimo

Dato un cammino orientato P in un grafo G con pesi sugli
archi [ = (u, v)eA, definiamo lunghezza del cammino P la

uv?

somma delle lunghezze dei suoi archi:

| (P) - Z(u,v)eP IUV

Sia L =max (l,: (u,v)€A)

Istanza: un grafo orientato G = (IV, A) con pesi (lunghezze)

L., (u,v)eA, associati agli archi; unnodo r € V.

Problema: trovare, per ogni v € IN, un cammino orientato da
r a v di lunghezza minima.
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|potesi 1

G contiene un cammino orientato da r a
ciascuno degli altri suoi nodi

In caso contrario, si aggiungono al grafo archi del tipo
(r,v) per ciascun nodo v per cui non esiste in G un

cammino da r a v.

Associando a tali archi (r,v) un peso sufficientemente
grande (quanto?), questi saranno contenuti in un
cammino minimo se e solo se non esiste un cammino da
r a v nel grafo originario.
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lpotesi 2

G non contiene cicli di lunghezza negativa
raggiungibili da r

In questo caso, esiste almeno un percorso di lunghezza
minima fra r e v, v €V, che € un cammino (cioe non
ripete nodi): Ps

P]

P2
Il cammino P;-P,-P, ha lunghezza non maggiore del

percorso (minimo) P,-P,-P;-P,-P,
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Ipotesi 2 (conseguenze)

Di fatto, gli algoritmi per il calcolo di cammini minimi
determinano percorsi minimi da r agli altri nodi

Nel caso in cui G possa contenere cicli negativi
raggiungibili da r, il percorso minimo puo attraversare un
ciclo infinite volte.

Per calcolare iI cammino minimo € quindi necessario
imporre un vincolo che eviti la ripetizione dei nodi

Tale vincolo rende il problema NP-hard.
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Struttura della soluzione ottima

Proprieta 1. (Ereditarieta della struttura ottima)

Se un cammino r, a,, U;, Q,,...,Q;, U, € un cammino
minimo da r a v,, allora per ogni g =1,2,...,k-1 il cammino
r, 4y, Vg, Q,..., Gy, U, € UN Cammino minimo da ra v,

P,

cammino minimoda ra v cammino minimoda ra u
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Struttura della soluzione ottima

p cammino minimo
3

®

Supponiamo che P, non sia un cammino minimodara ue
risulti [(P;) > [(P,). Allora il percorso (notare che P, e P;
possono essere non disgiunti) P,-P; ha lunghezza inferiore
a l[(P,-P;).

Dato che G non contiene cicli negativi, P,-P; contiene
almeno un cammino Pda ra v con [(P) < [(P,-Py)
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Albero del cammini minimi

Definizione. Un albero T = (IV, A’) di radice r e detto albero
dei cammini minimi rispetto alla funzione lunghezza I: A—>R
se A' c A e tale che, perogni veV, il camminodaravinTe
un cammino minimodaravin G.

Teorema. Sia G = (IV, A) un grafo orientato, reV, e . A>R.
Allora esiste un albero dei cammini minimi (di radice r)
rispetto ad [
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Albero del cammini minimi

Dimostrazione

Sia A'’cA un insieme minimale contente per ogni ve N, un
cammino minimoda ra vin G,

La Proprieta 1 implica che, per ciascun nodo veN, A’
contiene, un unico arco entrante.

Quindi, |A’|=n-1 ed il corrispondente sottografo contiene
esattamente un cammino da ra v.
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Esempio

Albero dei cammini minimi
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Potenziall

Una funzione y: V—>® € detta potenziale se
Y - Yy —<luv , per Ogni (LL,U)EA (1)

Osservazione: y non dipende dal nodo r.

Teorema Sia G = (I, A) un grafo orientato, reV, ed [
A—®, Allora esiste un potenziale se e solo se ogni ciclo
orientato ha lunghezza non negativa. Inoltre, se [ e intera,
esiste un potenziale intero.
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Dimostrazione

Necessita

Sia y un potenziale e C = vy,a,,0;,0,,...,4,,UV, = Uy UN
ciclo orientato. Allora:
Kk k

I(C)=1(a)= >y, -¥,,)=0

Sufficienza
Definisco un algoritmo che costruisce un potenziale
nell'ipotesi che non ci siano cicli di lunghezza negativa.
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Costruzione di un potenziale

Per ogni nodo v, sia y,, la lunghezza di un percorso di
lunghezza minima da un qualsiasi altro qualsiasi nodo
u+vav.

La funzione y, € un potenziale.

Infatti, se non lo fosse, esisterebbe un arco (u,v) per cui
y,-y,> L, Indicando con P il percorso minimo
entrante in w, si ha che il percorso P,-{(u,v)} sarebbe
un percorso di lunghezza inferiore a y,, ovvero una
contraddizione.

Osservazione

Questo algoritmo € valido anche scegliendo, per ogni
nodo v, lo stesso nodo r da cui calcolare il percorso
minimo. Ovvero:
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Costruzione di un potenziale

sia run nodo di G. Per ogni ve N, sia y, la lunghezza minima di
un percorso da ra v. La funzione y € un potenziale.
Se non lo fosse, esisterebbe un arco (u,v) per cui y,> y,+1,..
Allora, concatenando l'arco (u,v) con il cammino P, si ottiene un
nuovo cammino da ra v di lunghezza inferiore a y,,
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Costruzione di un potenziale (ll)

Esempio

2

y ed y’sono due potenziali ammissibili, ma y', > y,,
per ogni veV
Domanda: e possibile “aumentare” y’ per qualche v?
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Costruzione di un potenziale (ll)

Istanza: un grafo orientato G=(V,A) con pesi
(lunghezze) L, (u,v)€ A, associati agli archi; un nodo r
e V.

~“roblema: determinare un potenziale y tale che y, - y,
sia massimo, per ciascun veV.
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Proprieta dei potenziali

Dato un potenziale y, sottraendo y, a ciascun y,, velN, si ottiene un
nuovo potenziale per cui y, = O.

Un qualsiasi potenziale (con y, = 0) fornisce limitazioni inferiori delle
lunghezze dei cammini minimi:

Lemma. Sia y potenziale e P =r=v,,a,,v;,a,,..., G;,V,=0 UN cammino
darav.

Allora [[P) > y,,

Dimostrazione. Vale la seguente disuguaglianza:

(P = Zl Z(yv—yv )=y —u =u

-1

1=1 []
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Relazione min-max

Teorema (max potenziale — min lavoro).

Dato un grafo orientato G = (N, A), una coppia di suoi

nodi r e v ed una qualunque funzione lunghezza I A —
R,

la massima differenza di potenziale y, — y, € pari alla
minima lunghezza di un cammino da ra v.

Inoltre, se le lunghezze sono intere, tale potenziale e
intero.
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Relazione min-max

Dimostrazione

Dal lemma precedente, sappiamo che il potenziale fornisce una
limitazione inferiore della lunghezza del cammino minimo da ra v,
ve V.

Inoltre, ponendo y,, pari alla lunghezza di un cammino minimo da
r a v, Si ottiene un potenziale. Tale potenziale e quindi tale da
massimizzare y, — y, per ogni ve N.
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Algoritmo di Ford

ldea chiave

Calcolare un potenziale e contemporaneamente un cammino
P da r a v di lunghezza pari a y,, veN (dal teorema
precedente deriva che P e un cammino da r a v di lunghezza
minima).

Algoritmo di “discesa duale”

In una generica iterazione si mantiene un vettore di distanze y
che non e un potenziale. In particolare, y, € la lunghezza di
un qualche cammino da ra v.

Si usa un vettore dei predecessori p, in cui p, contiene il
predecessore di v nel cammino di lunghezza y,, individuato.
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Algoritmo di Ford

Inizializzazione
y.= 0, y, = perogni veV, vr.
while (esiste un arcopercui y, -y, > L, X
Yp'= Yu + Ly
B =
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Esempio

Inizializzazione
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Esempio

lterazione 1
arco scelto: (r,3)
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Esempio

lterazione 2
arco scelto: (3,9)
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Esempio

lterazione 3
arco scelto: (5,4)
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Esempio

lterazione 4
arco scelto: (7,2)
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Esempio

lterazione 5  arco scelto: (2,5)

2

6

p
O
r
r
S
2

1

Osservazione l'arco (3,5) esce dall’albero ed € sostituito da (2,5),
entre I'arco (5,4) diventa violato (!!)
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Esempio

lterazione 6
arco scelto: (2,4)
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Esempio

lterazione 7
arco scelto: (2,3)

3 1

Stop: non esistono archi violati
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Analisi

Proposizione 1. Per ogni arco del grafo dei predecessori
G, risulta

Yy - yuZ luv

Dim:
Quando un arco (u,v) viene inserito, si esegue y,=y,*1,,.
Nelle iterazioni successive:

Se y, diminuisce, allora y,-y, > 1,

1% u

(Es: arco (5,4) all’iter. 3)

Se, invece, diminuisce y, si ha che (u,v) esce da G,
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Analisi

Proposizione 2. Ad una generica iterazione il grafo G,
contiene un cammino P, da r a ciascun v per cui y, # o g
lunghezza [(P) < y,

Infatti, sia P, il cammino r=v,,a,,v;,a,,..., a;,v. Dalla
Proposmone 1 si ha che:

UF,) = f i (v, Y,
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Complessita

Se la funzione lunghezza [.A—Z e intera, I'algoritmo di
Ford converge in O(n?L).

Infatti:

la distanza di un nodo da r e limitata superiormente da nlL,

in quanto un cammino contiene al piu n-1 archi ciascuno

di lunghezza non superiore a L. Analogamente, la minima distanza
di un nodo da ré —nL.

Data l'ipotesi di interezza, la distanza si riduce almeno di una unita
ad ogni aggiornamento. Quindi il massimo numero di aggiornamenti
per un nodo € 2nL e, complessivamente, 2n?L.

Dato che ogni iterazione esegue un aggiornamento, I'algoritmo
converge in O(n?L) iterazioni
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Validita

Teorema

L’algoritmo di Ford termina restituendo l'albero dei cammini
minimi da ra v, ve N.

La terminazione dell’algoritmo € dimostrata. La condizione di arresto
e la Proposizione 1 implicano che l'algoritmo restituisce un grafo dei
predecessori G, in cui ciascun arco soddisfa y, - y, = L.

Quindi, G,, contiene un cammino P, da r a v per cui di lunghezza
(P) =y,

Il teorema del max potenziale-min lavoro implica I'ottimalita di tali
cammini

[l
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Individuazione di cicli negativi

Cosa succede se G pud contenere cicli orientati di
lunghezza negativa?

L’algoritmo di Ford puo essere modificato in modo da
arrestarsi restituendo un ciclo negativo se il grafo ne
contiene almeno uno.

Esistono due criteri per lI'individuazione:

1. Basato sulle distanze y
2. Basato sulla struttura del grafo dei predecessori
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Criterio 1

Se G contiene un ciclo orientato di lunghezza negativa, allora
non esiste un potenziale. Quindi, l'algoritmo di Ford
continua a diminuire le distanze indefinitamente.

Ma —nL €& una limitazione inferiore della lunghezza di un
qualunque cammino quando G non contiene cicli negativi.

Quindi, se una distanza y, diventa minore di —nL esiste un

ciclo negativo. Esso € contenuto nel grafo dei
predecessori G,
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Esempio

Applichiamo l'algoritmo al grafo ed alla funzione lunghezza
di figura
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Esempio

Iter 1. arco scelto (7,2)
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Esempio

Iter 2. arco scelto (2,3)
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Esempio

Iter 3. arco scelto (3,4)
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Esempio

Iter 4. arco scelto (4,2)

O |«

1
p—

I
|t

oI O+
WIN|AM[OITIIWIND| A~ |O|IR

-

Progetto e Ottimizzazione di Reti 2006-07 48



Esempio

lter 6. arco scelto (3,4)

WIN|,~|OIT |l |IN|A~O|IT
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Esempio

Iter 8. arco scelto (2,3)

1

WIN|IPAIOIT||W|N|A|OIT
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Esempio

Iter 10. arco scelto (4,2)

Y, = -5 < -nL e G, restituisce il ciclo negativo.
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Criterio 2

[l numero di iterazioni dipende da L, quindi la convergenza del
criterio 1 e in genere molto lenta.

All'iterazione 4, l'arco (r,2) viene sostituito dall'arco (4,2)
generando un ciclo in G,,.

Iter 4. arco scelto (4,2)

In generale, questo puo accadere se e solo se G contiene un
ciclo orientato di lunghezza negativa.
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Criterio 2

Quindi, un secondo criterio di individuzione di cicli negativi in
G consiste nel verificare (con frequenza fissata) se G,
contiene un ciclo.

Dopo l'aggiornamento di un arco (u,v) [(2,4)] si percorrono i
predecessori di u[4]. Se si incoltra v[2] allora G, contiene un
ciclo.
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Analisi

Il secondo criterio €, in generale, molto piu efficiente del
primo. Nell'esempio, un ciclo in G, appare alla iterazione
4, mentre il criterio 1 non individua il ciclo negativo prima
di 10 iterazioni.

Percorrere a ritroso i predecessori di u ha complessita
lineare.

La complessita asintotica dell’algoritmo di Ford non
cambia se ad ogni passo, si aggiunge la visita a ritroso
dei predecessori del nodo w.
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Circuiti incrementanti di costo negativo

Consideriamo in G un cammino (non necessariamente
orientato) incrementante:

Se aumentiamo il flusso di ¢ lungo il cammino (v, w) il
costo varia del valore 3¢+ 2¢— 6¢. |l valore (3+2-6) =
-1 si dice costo del cammino.

Se esiste in G un circuito x-incrementante di costo
negativo posso, incrementando di ¢il flusso lungo il
circuito, diminuire il valore della soluzione corrente.
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Esempio

Notazione: (¢, w;, x;) Grafo ausiliario G(x)

Un circuito x-incrementante di costo negativo corrisponde
ad un circuito orientato di peso negativo sul grafo ausiliario
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Teorema (ottimalita per assenza di circuiti
di costo negativo)

Una soluzione ammissibile x € ottima se e solo se non
esistono circuiti x-incrementanti di costo negativo.

Dimostrazione

Se G(x) ammette un ciclo negativo, ovviamente x non &
ottima.

Dimostriamo il viceversa. Sia G’(x) il grafo ottenuto
aggiungendo a G(x) un nodo r e collegando r a tutti |
nodi in i e N, con costo ¢’ = 0. Cerchiamo un
cammino minimo da r a tutti gli altri nodi. Se non
esiste un ciclo negativo in G’(x), I'algoritmo di Ford
ritorna un potenziale che soddisfa il seguente sistema
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Dimostrazione

di disequazioni
y'i—Yi <Cj v(1, J) € A(G'(x))

Ora, ponendo y=-y’; e ricordando che se x;~u; si ha

) H 1 .
c’;=-c; Sl ottiene:

o —yi+yj203exiij

Dalle condizioni di ottimalita segue la tesi.
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Esempio

Trovare il flusso di costo minimo sul grafo di figura a
partire dalla soluzione ammissibile riportata (di valore 42)

5,4,3

1,5,0

1,5,0

5,4,3

Notazione: (c;, u; x;)
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Esempio

Il grafo ausiliario G’(x) contiene un ciclo negativo di
valore -8: S
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Esempio

Posso variare di 3 unita il flusso lungo questo
ciclo, ottenendo la soluzione seguente, di valore 18

5,4,0

1,5,3
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Esempio

l| grafo ausiliario diventa:

Questo grafo ammette il seguente potenziale:
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Esempio

Ny -1
Pertanto, per il teorema precedente la soluzione di
valore 18 e ottima
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Un’applicazione del min cost flow

Consideriamo il seguente problema di PL:
MIN CX

(0101 1] 4
11001 10
11100 14
1110 0] 7

X=>0
La matrice dei A dei coefficienti ha le seguenti proprieta:
1. | coefficientisono 0 o0 1
2. @Gli 1 appaiono sulle colonne in modo consecutivo
(consecutive 1’s property)

Osservazione la proprieta 2 va verificata permutando
eventualmente righe e colonne
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Consecutive 1’s property

Portiamo il problema in forma standard e
iIntroduciamo una riga ridondante Ox+0y=0

min cx

010 -1 0 0 O
110 0 -1 0 O
111 0 0 -1 0
111 0 0 0 -1
0 0 0 0

x>0

A questo punto, sottraiamo la riga i dalla riga i+1, per i =
m, m-1, ...,1, ottenendo il nuovo problema

0 0 0]
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Consecutive 1’s property

x>0

Risolvere |l
problema di PL
equivale a
determinare |l
flusso a costo
minimo sul
grafo di figura

0
0
1

0

-1-1-10 0 0

-1 0
0O 0 O

a:
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Simplesso su reti

Consideriamo il problema di flusso a costo minimo

min Y c;X;

(i,j)eA
S.t.

inj — iji =b(I) Yie N (P)
(i,i)es™ (i) (j.i)es (i)

v(i, j) e A

su G = (N, A), connesso.
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Soluzioni albero

Poiché G e connesso, ammette un albero ricoprente T
Definizione

Una soluzione ammissibile x per P si dice soluzione
albero se, dato un albero ricoprente T di G si ha:

Y x,— >.x;=b(i) VieN

(i,))es™ (i)  (J.hes (i)

X; =0 v(, ) eT
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Esempio

+1 -1 +1

l| grafo di sinistra ha i costi sugli archi. Invece, gli archi blu sul
grafo di destra rappresentano una soluzione albero (i valori sugli
archi sono i flussi).
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Corrispondenza alberi/soluzioni

Dato un albero T, possiamo scegliere un suo nodo r
come radice e riferire T come albero con radice in r.

Data una soluzione albero, se T ha radice r e scegliamo
un arco (i, j) di T, si determina una partizione dei nodi
di Gin due insiemi Re R\ N, tali che il flusso tra Re
R\ N e supportato totalmente dall’arco (i, j) (nel verso
concorde con il verso dell’arco).

In altre parole, ogni arco dell'albero T ha un valore di
flusso univocamente determinato. Pertanto:

Lemma
Ad un albero T & associata un’unica soluzione albero.
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Esempio

L’arco rosso supporta tutto il flusso da R\ N verso R.
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Corrispondenza alberi/soluzioni

Osservazione

Ad una soluzione ammissibile, in generale, possono
corrispondere diverse soluzioni albero.

Esempio

Sia b(i)) = O, per ogni i € N. La soluzione x=0 ¢
ammissibile e ogni albero ricoprente T di G € una
soluzione albero associata alla soluzione x = 0.
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Corrispondenza alberi/soluzioni

Teorema

Se P ammette una soluzione ammissibile, allora ha una
soluzione albero ammissibile.

Se P ha soluzione ottima, allora ha una soluzione albero
ottima

Dimostrazione
Parte 1

Sia x una soluzione ammissibile per P. Se x non & una soluzione
albero, significa che esiste almeno un ciclo C con la proprieta che
x; > 0 per ogni (i, j) € C. Cpuo essere sempre orientato in modo
che contenga almeno un arco “reverse”.
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Corrispondenza alberi/soluzioni

Sia ¢ = min x; tale che (i,j) € un arco “reverse” di C. La soluzione x’
ottenuta da x con la seguente tecnica:

= x;; + ¢ se (i,j) € un arco forward di C
= x; — ¢ se (i,j) e un arco reverse di C

e ammissibile e non contiene piu C. Pongo x = x’ e reitero finché x e
priva di cicli.

Parte 2

Sia x*una soluzione ottima. Se x* contiene un circuito, questo ha
costo zero. Difatti, x* non pud contenere circuiti C di costo
negativo (altrimenti x* non sarebbe ottima). Potendo scegliere
I'orientazione di C, significa che se x* contiene cicli, questi hanno
costo zero. E sufficiente, quindi, applicare la tecnica precedente
per ottenere una soluzione ottima albero. O

>
)
Xy
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Conseguenza

Il teorema precedente ci consente di poter limitare la ricerca della
soluzione ottima alle sole soluzioni albero.

Una opportuna tecnica consente di passare da una soluzione albero
ad una nuova soluzione albero. Consideriamo la soluzione di
figura: +10 o |

se aggiungiamo all’albero in blu

I'arco (c, d), otteniamo un ciclo C.

Ora, scegliendo come orientazione

del ciclo quella dell’arco (c, d),
posso inviare 5 unita di flusso
lungo I'arco (c, d), svuotando

I'arco (r, b) e ottenendo una
nuova soluzione albero.
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Conseguenza

Il valore del flusso inviato lungo il nuovo arco e pari al
minimo del flusso sugli archi “reverse” del ciclo C.

La nuova soluzione albero €, per costruzione,

10 ammissibile.
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Potenziali di un nodo

Data una soluzione albero T con radice in r, definisco
potenziale di un nodo la seguente quantita:
r yr _ O

Y, =— Yo+ dc;p  Vh=r

L (i,j)arcoforwarddi P (j,i)arcoreversedi P

ove Pe il cammino (unico) in T'da rad h.
Osservazione
Il costo ridotto & stato definito come C;=C;—Y;+Y,;

Dalla definizione segue che il costo ridotto di un arco di T
e pari a zero.
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Esempio

Dalle condizioni di ottimalita per il min cost flow, sappiamo che se |l
costo ridotto € maggiore o uguale a zero per ogni arco del grafo ¢ T,
siamo in presenza di una soluzione ottima.

Se la soluzione non € ottima, devo selezionare come arco da far
entrare nella soluzione albero un arco con costo ridotto negativo.

In questa soluzione, di valore 5*5 +
4*10 + 1*3 + 1*3 =71, I'arco
selezionato € I'arco (b, a).

G, =2-(-4)+(-10) =4

-1

éqj =2—(-13+(-1) :1;@
13
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Esempio

La nuova soluzione vale 10*4 + 5*2 + 1* 3 + 1*3 = 56. | potenziali ai
nodi valgono:

c; =10-0+(-6)£4

6 (3

(d) 9(o) (d)-1

1 0 +1 ¢, =2—(-9)+(-1) =10

Poiché la nuova soluzione ha costi ridotti positivi per gli archi ¢ T,
essa e ottima.
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Algoritmo del simplesso su reti

Trova una soluzione albero ammissibile, T ;
Calcola 1 potenziali del nodi y ;

while esiste un arco (i j) ¢ Ttale che ¢;-y;+y;,<0 {

sia C i1l ciclo (orientato secondo (i, j)) che si ottiene

aggiungendo (i, j) a T;

iIT (Cnon contiene archi reverse) then stop;

else {
e= min {x,, t.c. (h, k) € un arco reverse di C};
scegli un arco reverse (L, m) di C t.c. x,, =¢;
aumenta x di e lungo 1l ciclo C;
T=Tu (i )\, m);
aggiorna y;

b
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Osservazioni

Come si determina una soluzione
albero iniziale?

Metodo 1 (o degli archi artificiali)

Scelgo un nodo r. Per ogni nodo i # r,
se b(i) > 0, inserisco in T l'arco (i,
1), se b(i)) <0 inserisco in T I'arco
(r, 7). Se qualcuno di questi archi
non esiste in G, li aggiungo al
grafo con un costo M.

Se la soluzione ottima non contiene

archi di costo M, allora il problema
originario era ammissibile.
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Osservazioni

Metodo 2

Aggiungo due nodi s e te li collego,
rispettivamente ai nodi con b(7)>0
e ai nodi con b(k)<0. La capacita
di un arco (s, i) € pari a b(i), la
capacita di un arco (k, t) e pari a
b(k).

Quindi, calcolo I's-t flusso massimo.
Se il flusso satura tutti gli archi
aggiunti, il problema originario e
ammissibile.

Terminazione dell’algoritmo
Per quanto riguarda la convergenza in un numero finito di iterazioni
del metodo, si rimanda al paragrafo del libro di testo (pagg. 108/109
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Simplesso su reti

Come si adatta I'algoritmo precedente quando
reintroduciamo le capacita sugli archi?

min ) c;X;

(i,))eA

S.t.

2%~ 2X=b@)  vieN (P)

(i,j)es™ (i) (i.D)es (i)

0<x; <u; V(,]))e A
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Soluzione albero

Definizione

Una soluzione ammissibile x per P si dice soluzione
albero se, dato un albero ricoprente T di G e una
partizione L, U degli archi di G non appartenenti a

T, si ha:

(Y x;— Y .x;=b(i) VieN

(i,j)es™ (i) (i.D)eo™ (i)

X; =0 v(i, j) el
X; = U v(i, j) eU

Una soluzione albero si indica con (T, L, U).

Progetto e Ottimizzazione di Reti 2006-07 84



Simplesso su reti

Anche in questo caso si puo dimostrare il seguente

Teorema

Se P ammette una soluzione ammissibile, allora ha una
soluzione albero ammissibile.

Se P ha soluzione ottima, allora ha una soluzione albero
oftima O

Pertanto, ci si puo limitare a esplorare soluzioni albero
(T, L, U).
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Simplesso su reti

Osservazioni

1. La presenza di capacita sugli archi modifica la
modalita di aggiornamento della soluzione
albero

2. Per verificare I'ottimalita della soluzione
bisogna considerare le condizioni di
ottimalita anche per gli archi in U

L’algoritmo modificato e il seguente:
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Simplesso su reti

Trova una soluzione albero ammissibile, (T,L, U);
Calcola 1 potenziali dei nodi y;

while esiste un arco (i j) € Ltale che ¢;—y;+y;<0 or
esiste un arco (i j) € Utale che ¢;-y,+y,>0{

sia C 1l ciclo orientato In cui (i, j) e forward se (i, j) €L oppure
reverse se (i, j) €U;

iIT (Cnon contiene archi reverse or C non contiene archi forward
di capacita finita) then stop;

else {¢ = min {x,,, t.c. (h, k) € un arco reverse di G;

g, = min {u,, - x,,, t.c. (h, k) € un arco forward di C};

e=min {g;, &,};

scegli un arco reverse ([, m) di C t.c. x, =¢
oppure un arco forward (I, m) di C t.c. u,,-x,, =¢;
aumenta x di e lungo 1l cicloC;
T=Tv (i (L, m);
aggiorna y;

}
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Esempio
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Esempio
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Esempio

Struttura (T L U) e potenziali ai nodi
-12
5

Valore della soluzione: 189
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Esempio

c=1

verso del ciclo

arco entrante _q5
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Esempio

Soluzione ottima di valore 166
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