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Indipendenza lineare ed a±ne

² un vettore y 2 IRn µe combinazione lineare dei vettori fx1; : : : ; xkg se
esistono k moltiplicatori reali ¸1; : : : ;¸k tali che y = Pki=1 ¸ixi. Una
combinazione lineare con ¸i ¸ 0, i = 1; : : : ; k µe detta conica. Una
combinazione lineare con Pki=1 ¸i = 1 si dice a±ne. Una combinazione
conica ed a±ne si dice convessa

² Un sottoinsieme X ½ IRn si dice linearmente (a±nemente) indipen-
dente se nessun vettore di X puµo essere espresso come combinazione
lineare (a±ne) degli altri.
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Involucro convesso

Dato un insieme S µ IRn, l'involucro convesso (conico) conv(S) (cone(S))
di S µe l'insieme di tutti i vettori ottenibili per combinazione convessa di
sottoinsiemi ¯niti di vettori di S.

S conv(S)

² Un insieme X µ IRn µe convesso se e solo se X = conv(X); conv(S) µe
il piµu piccolo insieme convesso che contiene S
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Ottimizzare su conv(S)

Proposizione 1 Sia S = fx1; : : : ; xkg µ IRn un insieme ¯nito e sia w 2 IRn.
Allora, maxfwTx : x 2 Sg =maxfwTy : y 2 conv(S)g
Dimostrazione. Sia y = ¸1x1+ : : :+¸kxk, con ¸1; : : : ;¸k moltiplicatori non
negativi tali che P

i=1;:::;k ¸i = 1. Sia inoltre r = argmaxi=1;:::;k(wTxi).
Allora,

wTy = ¸1wTx1+ : : :+ ¸kwTxk · ¸1wTxr+ : : :+ ¸kwTxr = wTxr

2
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Appartenenza a conv(S)

Dato un insieme S = fx1; : : : ; xkg µ IRn, µe possibile certi¯care facilmente
se un vettore y 2 IRn appartiene a conv(S). Infatti, ciµo µe equivalente a
determinare se il sistema lineare:

kX
i=1

¸i = 1 (1)
kX
i=1

¸i ¢ xi = y

¸i ¸ 0; i = 1; : : : ; k

ammette soluzione oppure no.
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Separazione

Proposizione 2 Sia S = fx1; : : : ; xkg µ IRn un insieme ¯nito e sia v 2
IRn n conv(S). Allora esiste una disuguaglianza ®Tx · ¯ che separa v da
conv(S), cioµe risulta ®Ty · ¯ per ogni y 2 conv(S), ma ®Tv > ¯
Dimostrazione. Per ipotesi, il sistema (1) non ammette soluzione. Quindi,
per il lemma di Farkas, esiste z 2 IR e p 2 IRn tali che

pTxi+ z · 0; 1 = 1; : : : ; k
pTv+ z > 0:

Si ponga ® = p e ¯ = ¡z. Essendo ®Txi · ¯, per i = 1; : : : ; k, la
Proposizione 1 implica ®Ty · ¯, per ogni y 2 conv(S). 2
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Separazione

conv(S)

v
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Esempio

Sia S µ IR5 la collezione di tutti gli insiemi stabili massimali del seguente
grafo:
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Esempio

Veri¯chiamo se il vettore yT = (0:5;0:5;0:5;0:5;0:5) appartiene a conv(S).

¸1+ ¸2+ ¸3+ ¸4+ ¸5 = 1
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¸1;¸2;¸3;¸4;¸5 ¸ 0
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Esempio

il sistema
z] ¸1+ ¸2+ ¸3+ ¸4 + ¸5 = 1

p1] ¸1+ ¸2 = 1=2
p2] ¸3+ ¸4 = 1=2
p3] ¸1+ ¸5 = 1=2
p4] ¸2+ ¸3 = 1=2
p5] ¸4+ ¸5 = 1=2

¸1;¸2;¸3;¸4;¸5 ¸ 0
non ammette soluzione
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Esempio

il sistema alternativo
p1+ p2+ p3+ p4 + p5+2z > 0

p1+ p3+ z · 0
p1+ p4+ z · 0
p2+ p4+ z · 0
p2+ p5+ z · 0
p3+ p5+ z · 0

ammette la soluzione (1;1;1;1;1; z = ¡2)
quindi, la disuguagliaza x1+ x2+ x3+ x4+ x5 · 2 separa y da conv(S)
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Poliedri

² l'insieme delle soluzioni di un sistema ¯nito di disuguaglianze lineari
P = fx 2 IRn : Ax · bg µe detto poliedro. Un poliedro limitato si dice
politopo.

² La dimensione dim(P ) di un poliedro P µe il massimo numero di punti
a±nemente indipendenti in P (rango a±ne) meno uno.

² Un punto y 2 P µe detto vertice di P se non puµo essere ottenuto come
combinazione convessa di altri punti di P .

² Un poliedro ha un insieme ¯nito di vertici; Un poliedro si dice puntato
se ha almeno un vertice; ogni politopo µe puntato.
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Disuguaglianze valide

² Una disuguaglianza ®x · ¯ µe valida per un poliedro P se P µ fx : ®x ·
¯g;

² una disuguaglianza ®x · ¯ valida per P de¯nisce una faccia F =
P \ fx 2 IRn : ®x = ¯g di P ; l'insieme fx 2 IRn : ®x = ¯g µe detto
iperpiano di supporto di F ;

² Data una faccia F di P risulta ovviamente dim(F) · dim(P ). Se
dim(F ) = dim(P ), il poliedro P µe contenuto in F ed F µe detta faccia
impropria. Una faccia F ha dimensione 0 se e solo se µe un vertice di
P .
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Facce massimali

Una faccia F di P per cui dim(F ) = dim(P )¡1, F µe detta faccia massimale
o facet;

facet

iperpiano di supporto

iperpiano di supporto

P

+ 15



+ +

Caratterizzazione di un politopo

Teorema 1 Un politopo coincide con l'involucro convesso dei suoi vertici

Dimostrazione. Sia P un politopo non vuoto e siano v1; : : : ; vk i suoi
vertici (P µe puntato). Ovviamente fv1; : : : ; vkg µ P . Supponiamo che
esista u 2 P n conv(fv1; : : : ; vkg). Allora, per la Proposizione 2, esiste
una disuguaglianza ®x · ¯ che separa u da conv(fv1; : : : ; vkg). Sia ¯¤ =
maxf®Tx : x 2 Pg. Essendo u 2 P risulta ¯¤ > ¯. Ma allora la faccia
F = fx 2 P : ®Tx = ¯¤g non contiene vertici di P , contraddizione. 2
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Caratterizzazione di un politopo

Teorema 2 Un insieme P µe un politopo se e solo se esiste un insieme
¯nito V tale che P coincide con l'involucro convesso di V .

Dimostrazione. Una direzione deriva immediatamente dal Teorema 1.
Per l'altra direzione, sia V = fv1; : : : ; vkg µ IRn un insieme ¯nito e sia
P = conv(V ).

De¯niamo un politopo che contiene tutte le disuguaglianze valide per P
e, quindi, ne scegliamo un insieme ¯nito utilizzando il Teorema 1.

Si consideri l'insieme Q µ IRn+1 de¯nito da
f(®;¯) : ® 2 IRn;¯ 2 IR;¡e · ® · e;¡1 · ¯ · 1;®Tv · ¯ per ogni v 2 V g
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Dimostrazione

Essendo V ¯nito, l'insieme Q = f(®;¯) : ® 2 IRn; ¯ 2 IR;¡e · ® · e;¡1 ·
¯ · 1;®Tv · ¯ per ogni v 2 V g µe un politopo.
Quindi, per il Teorema 1, coincide con l'involucro convesso dei suoi verticiÃ a1
b1

!
; : : : ;

Ã am
bm

!
.

Dimostriamo che il sistema lineare
aT1x · b1 (2)
aT2x · b2

: : :
aTmx · bm

de¯nisce P .
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Dimostrazione

1. P µe contenuto nella soluzione del sistema (2).

Sia ¹x 2 P . Allora, ¹x = ¸1v1 + : : : ;¸kvk, con P
r=1;:::;k ¸r = 1, ¸r ¸ 0.

Quindi, per ogni i= 1; : : : ;m risulta

aTi ¹x = ¸1aTi v1+ : : :+ ¸kaTi vk · ¸1bi+ : : :+ ¸kbi = bi (3)
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Dimostrazione

2. Ogni soluzione del sistema (2) µe contenuta in P .
Sia ¹x una soluzione del sistema (2) e si assuma ¹x =2 P . Allora, per la
Proposizione 2, esiste una disuguaglianza wTx · t che separa ¹x da P . Si
puµo inoltre assumere ¡e · w · e, ¡1 · t · 1 e, cioµe,

Ãw
t
! 2 Q (questo µe

sempre ottenibile dividendo w e t per una costante).

Ciµo implica che
Ãw
t
!
puµo essere scritto come combinazione convessa dei

vertici di Q,
Ãw
t
!
= °1

Ã a1
b1

!
; : : : ; °m

Ã am
bm

!
, con P

r=1;:::;m °r = 1, °r ¸ 0.
Quindi,

wT¹x = °1aT1¹x+ : : : ; °maTm¹x · °1b1+ : : :+ °mbm = t (4)

ma questa µe una contraddizione a wT¹x > t. Quindi, ¹x 2 P . 2
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Dominanza fra disuguaglianze

² Date due disuguaglianze ax · ® e cx · °, si dice che la prima domina
la seconda se esiste un ¸ > 0 tale che a= ¸c e ° · ¸®. Inoltre risultafx 2 IRn : aTx · ®g µ fx 2 IRn : cTx · °g. Se gli insiemi di soluzioni
coincidono le disuguaglianze si dicono equivalenti;

Proposizione 3 Una disuguaglianza ax · ® µe valida per un poliedro
P = fx 2 IRn : Ax · bg se e solo se µe equivalente o dominata da una
disuguaglianza della forma uTAx · uT b, con u ¸ 0m, ovvero da una com-
binazione conica delle disuguaglianze del sistema.
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Rappresentazione minimale di un poliedro

² la rappresentazione esterna Ax · b di un poliedro non µe univocamente
determinata. Infatti, µe sempre possibile aggiungere alla rappresen-
tazione nuove disuguaglianze valide per P , senza modi¯care l'insieme
delle sue soluzioni.

² la rappresentazione Ax · b di P µe minimale se rimuovendo una qual-
siasi disuguaglianza si ottiene un sistema A0x · b0 tale che P ½ fx 2
IRn : A0x · b0g;

Proposizione 4 La rappresentazione Ax · b di un polierdo P di dimen-
sione n µe minimale se e solo se ciascuna disuguaglianza del sistema
de¯nisce una faccia massimale di P . Inoltre, ogni faccia massimale di
P µe de¯nita da una diseguaglianza del sistema Ax · b.
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Programmazione Lineare f0;1g
Dato un insieme di vettori S µ f0;1gn (regione ammissibile) ed un vettore
di costo c 2 IRn, determinare una soluzione ammissibile x¤ 2 S tale da
minimizzare la funzione lineare cTx.

PL01
min cx
x 2 S

Commento 5 Essendo S µ f0;1gn, S ha un numero ¯nito di elementi
Commento 6 Non ci sono ipotesi sulla struttura di S.
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Formulazioni lineari

De¯nizione 7 Un poliedro P = fx 2 IRn : Ax · bg µe una formulazione
lineare del problema (S; c) se e solo se S = P \ f0;1gn
Esempio: S = f(0;0); (1;0); (0;1)g

x2

x1

P

(1, 1)

(1, 0)

(0, 1)

1/2

1/2
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Esistenza di una formulazione Lineare

Teorema 3 Un problema (S; c) di PL01 ammette sempre la formulazione
lineare conv(S) con la proprietµa che x 2 S se e solo se x µe un vertice di
conv(S).

Dimostrazione. Poich¶e l'insieme S µe ¯nito, il teorema 2 implica che
conv(S) µe un politopo e, per il Teorema 1, i suoi vertici appartengono
ad S. Inoltre, tutti i vettori in f0;1gn sono vertici del cubo unitariofx 2 IRn : 0 · xi · 1, per i = 1; : : : ; ng e nessun vettore x 2 f0;1gn µe
esprimibile come combinazione convessa degli altri. Quindi,

² tutti e soli i punti di S sono vertici di conv(S);
² tutti i punti x 2 f0;1gn n S non appartengono a conv(S)

2
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Rilassamento lineare

Sia P una formulazione lineare del problema (S; c) di PL01. Questo puµo
essere riscritto come

min cTx
x 2 P
x 2 f0;1gn

Il problema di PL
min cTx

x 2 P

µe detto rilassamento lineare di (S; c).
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Lower bound

La soluzione ottima x̂ del rilassamento lineare fornisce una limitazione
inferiore (per un problema di minimo) del valore ottimo intero:

cT x̂ ·minfcTx : x 2 Sg
² Se x̂ 2 S, allora µe anche soluzione ottima di (S; c). Inoltre, se x̂ =2 S
ma esiste una soluzione ¹x 2 S per cui cT x̂ = cT¹x, allora x̂ µe ottima di
(S; c).

² Dato un problema (S; c) di PL01 µe possibile de¯nire diverse formu-
lazioni lineari di (S; c). Diverse formulazioni producono diversi lower
bound del valore ottimo.
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Gerarchia di formulazioni

Dato un problema (S; c) di PL01, siano P1 e P2 due formulazioni lineari
distinte di (S; c).

² consideriamo P1 migliore di P2 se minx2P1 cTx >minx2P2 cTx
² µe importante de¯nire un criterio di confronto delle formulazioni in-
dipendente dalla funzione obiettivo;

De¯nizione 8 Si dice che P1 µe migliore di P2 se e solo se P1 ½ P2 2

² Quindi, la migliore formulazione possibile µe rappresentata dal poliedro
contenuto in tutti i poliedri contenenti S, cioµe da conv(S)
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Gerarchia di formulazioni

x2

x1

P1

(1,1)

1

1

1/2

1/2

1/2

P2

1/2 P3

conv(S)

P2 migliore di P1; P3 migliore di P1; P2 e P3 non confrontabili
conv(S) formulazione \ottima"
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